TD 27 : Espaces vectoriels

TD 27 ESPACES VECTORIELS

Sous-espaces vectoriels

Exercice 27.1. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de I'espace vectoriel dans lequel ils sont
inclus ?

1. :{(a:y €K2|x—y} 2. :{( RQ‘xzy};
3. :{(my €K2||x| |y|}, 4. {(xy, €K3|m:()};
5. F5={(z,y,2) €K3|x=2y et =3z} 6. ={(z,y,2) €K3|xyz=0};
7. Fr={(z,y,2) eR®| y=3z+1}; 8. ng{(a:,y)eR2|y:sin(x)};
9. Fy={feRE|f(1)=0}; 10. Fio = { f € RR| f(3) < 0};
11. Fiy = { fe RR| f(3) =2f(2)}; 12. Fi5 = { P e K[X]| deg(P) < 5};
13. Fiy = {P e K[X] ’15(0) =P) = o} : 14. Fiy = {P € R[X] ’Xﬁ(l) + (X2 —4)P(0) = 0} :
15. Fi5 = { P € K[X]| deg(P) = 5} ; 16. Fig = { f e R®| f(1) = 0};
17. Fiz = { f e RR| f(0) = 1}; 18. Fis = {f e €' (R,R)| f(0) = f'(1)};
19. Flg{fe‘go ([0; 1], ) sin(t O} 20. FQ():{feRR| f est croissante};
21. Fglz{fERR| f est paire}; 22. FQQ:{UERN}uconverge};
23. Fy3 = {u € RN’ u est bornée}; 24. Fyy = {u eRN| lim w, = 2};
n—+00
25. F25:{UERN lim unzo}; 26.F26:{u€RN}VnEN, un+2:4un+1—4un};
n——40o0
27. Fyr ={M e M,(K)| MT +2M =1,}; 28. Fog = {M € M,(K)| MT + M =0} ;
29. Fog = { M € M, (R)| M2 = M}; 30. Fgoz{(‘b‘ ‘Z) : (a,b)eR2}.

Indication 27.1. Rien de particulier, il faut appliquer la définition (parfois on peut écrire 'ensemble comme un sous-
espace engendré ce qui va un peu plus vite) ou trouver un contre-exemple. Pour les premiéres questions, vous pouvez
faire des dessins!

Exercice 27.2. Soit F un K-espace vectoriel. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
1. Est-il vrai que F' n G est un sous-espace vectoriel de E 7
2. Est-il vrai que F' U G est un sous-espace vectoriel de E' 7

3. Montrer que F' U G est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si F'< G ou G < F.

Indication 27.2. 1. C’est dans le cours (essayez de le montrer & nouveau tout de méme ©).
2. Idem.
3. Le sens « F' = G implique F u G » est immédiat. Pour la réciproque, vous pouvez raisonner par ’absurde.

Siz+yeF etxeF, que peut-on dire de (z +y) —x?
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Sous-espaces engendrés

Exercice 27.3. 1. Dans R?, le vecteur (7, 3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2,4) et (—1,2)?

2.

®

Dans R3, le vecteur (5,5,1) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2,3,0) et (3,2,0)?

3. Dans R3, le vecteur (0, —2,3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2,2,3) et (3,—1,2)?
4.
5. Dans R[X], le polynome P = 16 X3 — 7X? — 4 + 21X est-il combinaison linéaire des polynomes

Dans R?, le vecteur (6v/2 — 15,12 — 54/3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (1,v/2) et (v/3,1)?

A=8X3—-5X?+1 et B=X?47X-27

Dans RR, I'application x — sin(2z) est-elle combinaison linéaire des applications sin et cos ?
Dans RR, I’application & — cos(2x) est-elle combinaison linéaire des applications sin? et cos? ?

Dans ’espace vectoriel des suites réelles, la suite (1),en est-elle combinaison linéaire des suites

(nz)neNy (2n)n€N7 (27’L - ]-)neN ?

Indication 27.3. Les cing premiéres questions peuvent se ramener a l'existence de solutions de systémes linéaires.
Pour la question 6., vous pouvez supposer qu’il existe a,b € R tels que, pour tout = € R, sin(2z) = asin(x) + bcos(x)
et obtenir une contradiction en choisissant des valeurs particulieres de z.

Pour la question 7., une formule de trigonométrie donne directement la réponse.

Pour la question 8., vous pouvez raisonner par ’absurde pour montrer que 1 n’est pas combinaison linéaire des suites
proposées, et supposer qu'il existe a, b, ¢ € R tels que pour tout n € N, u,, = an?+b2"+c(2n—1). A laide d’équivalents,
vous pouvez montrer que a = b =c = 0.

Exercice 27.4. 1. Démontrer que les ensembles

E:{(x,y,z)€R3| 3x+y—2=0} et F={(z22,-32): vcR}

sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Déterminer deux vecteurs u et v de R? tels que E = Vect (u,v).
3. Déterminer un systeme d’équations cartésiennes de ’ensemble F', ¢’est-a-dire déterminer & quelles conditions sur
les réels a, b et ¢ le vecteur (a,b,c) est un élément de F.
4. Justifier que E n F est un sous-espace vectoriel de R?® et démontrer que E n F = {0}.
5. L’ensemble E U F est-il un sous-espace vectoriel de R??
Indication 27.4. 1. Le plus simple est d’écrire les ensembles comme des sous-espaces engendrés.
2. Il faut écrire 'ensemble des solutions de I’équation 3z +y — z = 0 sous forme de Vect (---).
3. Il faut chercher les conditions de compatibilité d'un certain systéme.
4. C’est dans le cours. Pour déterminer que E n F' = {0}, il faut résoudre un certain systeme linéaire (les questions
précédentes sont utiles).
5. Il faut chercher un contre-exemple.
z+2y+3z+4t+5u = 0
Exercice 27.5. Soit F = { (z,y, 2,t,u) € R® r+y—u = 0 }.Déterminer des vecteurs a et b de
z+t—u = 0
RS de sorte que F = Vect (a, b).
Indication 27.5. La méthode est dans le cours.
Exercice 27.6. Considérons
B 4 z+y+z+t = 0 _ 4 r—=2y—t = 0
F—{(x,y,z,t)eR { gtz = 0 et G=A{(z,y,2,t)eR c4t — 0 [

Déterminer les vecteurs fi, f2, g1, g2, e de R* tels que F' = Vect (f1, f2), G = Vect (g1, g2) et F n G = Vect (e).

2/5



TD 27 : Espaces vectoriels

Indication 27.6. La méthode est dans le cours (il faut résoudre des systémes...).

Exercice 27.7. Soit e = (1,—1,2,-2), f = (4,3,2,1) et F = Vect (e, f). Déterminer & quelles conditions sur les réels
a, b, c,d le vecteur (a,b,c,d) appartient & F' (les conditions trouvées forment un systéme d’équations cartésiennes de

Indication 27.7. La méthode est dans le cours (il faut chercher les conditions de compatibilité d’un certain systéme...).

Exercice 27.8. Dans R?, déterminer un systéme d’équations de 1’espace vectoriel engendré par les vecteurs (2,4, 1)
et (0,—1,3) (c’est-a-dire I’espace vectoriel Vect ((2,4,1), (0, —1,3))).

Indication 27.8. La méthode est dans le cours (il faut chercher les conditions de compatibilité d'un certain systeéme...).

Exercice 27.9. 1. Trouver deux suites (an)nen €t (bn)nen telles que ensemble E des suites réelles vérifiant la
relation de récurrence
VneN, upro=4Uyt1 — 3u,
soit égal & Vect ((an)neN, (bn)neN)-

2. Ecrire E = { fe%?*R) ‘ =+ f= 0} sous la forme d’un sous-espace vectoriel engendré par une famille de
fonctions.

Indication 27.9. 1l faut « résoudre » les problémes donnés (chercher I'expression des suites récurrentes et des solutions
de I'équation différentielle).

Exercice 27.10. Soit F = {P e R3[X]| XP(1) + (X2 —4)P(0) = 0}. Ecrire F comme un sous-espace vectoriel

engendré par une famille de vecteurs de R3[X].

Indication 27.10. Vous pouvez commencer par justifier que P € F si et seulement si P est divisible par X2 — X. 1l
faut ensuite introduire P = a X3 + bX? + c¢X + d € R3[X], trouver le reste de la division euclidienne de P par X2 — X
(en posant la division euclidienne) ; comme ce reste est nul, on obtient des conditions sur a, b, c.

Indication 27.11. Notons E = Vect ((1,1,0),(0,0,1)) et F' = Vect ((1,1,1),(—1,—1,1)). Pour montrer que £ = F'
on procede par double inclusion.

Pour linclusion E < F, il faut montrer que (1,1,0) € F, (0,0,1) € F' et on conclut que E < F (pourquoi ?).
L’inclusion F' c F est similaire.

Exercice 27.12. On définit les matrices

0 1 1 0 11 -1 1
(B oo ) eo) pe(Ge)

Montrer que Vect (A, B) = Vect (C, D).

Indication 27.12. Si A € Vect (C, D) et B € Vect (C, D), on peut en déduire que Vect (A, B) < Vect (C, D) (pour-

quoi ?). I’inclusion réciproque se fait de la méme maniére.

Exercice 27.13. Soit F un espace vectoriel et X7, X5, X3 trois vecteurs de E. Posons
Vi=X1+Xo+ X3, Yo=X1+Xo, Y3=2X;+X- Xs.

Montrer que :
Vect (Xl, XQ, Xg) = Vect (Yl, }/2, Yg) .
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Indication 27.13. Si Xy, X5, X3 € Vect (Y1,Y2,Y3), on peut en déduire que Vect (X7, X, X3) < Vect (Y7,Y2,Y3)
(pourquoi 7). L’inclusion réciproque se fait de la méme maniére.

Sommes directes et sous-espaces supplémentaires

Exercice 27.14. Soit F' = Vect ((1,0,1),(1,2,3),(1,4,5)) et G = Vect ((1,2,0),(1,1,1)).
1. A quelles conditions le vecteur u = (z,v, z) appartient-il & F? & G ?
2. Montrer qu'’il existe un vecteur a € R? tel que F n G = Vect (a).
3. Montrer que F + G = R3. Cette somme est-elle directe ?

Indication 27.14. 1. On demande de décrire les ensembles par équations (donc il faut chercher des conditions de
compatibilité de systéme, voir cours).
2. Tl faut résoudre un systéme linéaire (la question précédente est utile!).

3. On sait d’apres ce qui préceéde que la somme n’est pas directe (pourquoi?). Pour montrer que F' + G = R?, on
peut résoudre un « gros » systeme.

Exercice 27.15. Soit F = {(z,y, ) ER3| r+y+z2=0}et G={(z,y,2) eRg‘ r—y+2z=0}
1. Donner une description de F' et G comme sous-espaces vectoriels engendrés.

2. Soit u = (,y,2) € R3. Montrer qu’il est possible de trouver a de sorte que (a, —a,0) € F et (x —a,y +a,z) € G.
Que vaut F'+ G (on pourra remarquer que v = (a, —a,0) + (z — a,y + a, 2)).

3. F et G sont-ils en somme directe ?

Indication 27.15. 1. Immédiat.

2. 1l est rapide de voir que (a, —a,0) € F. Pour trouver a tel que (z — a,y + a, z) € G, vous pouvez résoudre une
équation (et exprimer a en fonction de z,y, z).

3. Vous pouvez utiliser une des caractérisation de la somme directe.

Exercice 27.16. On note A = <_11 22> et B= (2 _;), ainsi que

F={MeMyR)| AM =0} et G={MeMyR)| BM=0}.

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de Ms(R).

2. Montrer que A 4+ B est inversible. En déduire que F' et G sont en somme directe.

Indication 27.16. Rien a signaler.

Exercice 27.17. Dans chacun des cas suivants, montrer que les espaces vectoriels F' et G sont en somme directe.
Sont-ils supplémentaires (respectivement dans R® pour (a) et dans R* pour (b)) ?

(a) F =Vect((1,1,0)) et G =Vect((1,0,3),(2,1,-1)).
(b) F={(z,y,2,t) e R*| 2 4+2y+32+4t =0} et G = {(2,y,2,t) eR*| z+y=0c¢t z2=0ct t =0}.

Indication 27.17. Vous pouvez faire des analyses/synthéses (voir cours). L’analyse-synthése est plus simple si un
ensemble est donné sous forme d’équation et 'autre sous forme de Vect. Vous pouvez donc, pour la premiere question,
chercher une équation cartésienne de G (cf. Exercice 27.7). Pour la seconde question, vous pouvez commencer par
écrire G sous forme de sous-espace engendré.

Exercice 27.18. Dans R™, on considere le sous-espace vectoriel F' = Vect (u) avecu = (1,2,...,n) et le sous-ensemble
G={(x1,...,2n)eR"| z1 + -+ x, =0}
1. Démontrer que G est un sous-espace vectoriel de R™.

2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R™.
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Indication 27.18. 1. Rien a signaler.
2. Vous pouvez faire une analyse/synthese (voir cours).

Exercice 27.19. Dans R[X], on considére les sous-espaces vectoriels F' = Ro[X] et G = {(X —1)Q(X) | @Q € R[X]}.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans R[X].

Indication 27.19. e Méthode 1 : vous pouvez remarquer que G = {P € R[X]| ]3(1) = O} (pourquoi ?) puis faire
une analyse-synthese.

e Méthode 2 : vous pouvez faire une division euclidienne pour justifier que F + G = R[X]. Ensuite, il reste a
montrer que F n G = {0}.

Exercice 27.20. On appelle I ’ensemble constitué des fonctions impaires de R dans R et P celui des fonction paires.
Montrer que ces sous-espaces vectoriels de R® sont supplémentaires dans RE.

Indication 27.20. Cet exercice a déja été fait dans le chapitre sur les fonctions. Il faut faire une analyse/synthese.

Exercice 27.21. On considére les ensembles

F:{PERQ[X] rP(t)dt:O} et G = {PeRs[X]| P(1) = P(2) = 0}.

0

1. Déterminer des polynémes P, Py, P; € Ro[X] tels que F = Vect (P, P2) et G = Vect (Ps).

2. Mountrer que F' et G sont en somme directe. Sont-ils supplémentaires dans Ro[X]?

Indication 27.21. 1. Pour F, vous pouvez introduire P = aX? + bX + c et traduire P € F par équivalences. Idem
pour G.
2. Méthode habituelle (analyse/synthese).

Exercice 27.22. Les sous-espaces vectoriels F' = Vect (cos) et G = Vect (sin) de R® sont-ils en somme directe ?

Indication 27.22. Il faut utiliser une des caractérisations du cours.

Exercice 27.23. Soit ' = {PeC[X]| P(1)=P'(1) =0}, G = C1[X] et H = {P e C[X]| P(1) = P(-1) =0}.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans C[X]. Montrer que c’est aussi le cas de G et H.

Indication 27.23. Méthode habituelle (analyse/synthese).

Exercice 27.24. Soit € l'ensemble des suites réelles convergentes, 6, 'ensemble des suites réelles convergentes vers
0 et %1 'ensemble des suites réelles constantes.

1. Montrer que €, %, et € sont des sous-espaces vectoriels de RN.

2. Montrer que %; et % sont des sous-espaces de ¥ supplémentaires.

Indication 27.24. 1. Rien de particulier.
2. Méthode habituelle (analyse/synthese).
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