TD 38 : Fonctions de deux variables réelles

TD 38 FONCTIONS DE DEUX
VARIABLES REELLES

Généralités
Exercice 38.1. Représenter dans le plan les lignes de niveau des fonctions suivantes :

1 f:(zy)—z+y—1; 2. g:(z,y) — eV 8. h:(zy) — V1+a?+y2

Calculs de dérivées
Exercice 38.2. Soit f la fonction définie sur R? par

V(z,y) e R?, flz,y) =1+ (z —y)cos(z® + y?).

Cette fonction est de classe ¢! sur R2.
1. Calculer ses dérivées partielles premieres en tout point.

2. Déterminer une équation du plan tangent en (0,0, f(0,0)).

Exercice 38.3. Soit f et g deux fonctions réelles de classe €' sur R. Calculer les dérivées partielles par rapport a
et y des fonctions de deux variables :

L y:i(zy) — f(z); 2. §:(my)—g(y); 3. x:(zy)— flz)+g(y)
Exercice 38.4. Calculer les dérivées partielles de la fonction f suivante en tout point.

f: R — R
ay(z? —y?) (

(z,y) — 22+ y? st (zy) #0

0 si (x,y)=1(0,0)

Exercice 38.5. Soit f : R? — R une fonction de classe €' sur R2. On considére de plus les fonctions :

g: R — R h: R2 — R k: R2 — R
to— f(t,1?) (z,y) — flz+y,z—vy) (z,y) — flexp(z) —y%y—1)

Calculer les dérivées premieres de g, h et k en fonction de celles de f.

Points critiques et extrema

Exercice 38.6. Déterminer les extrema locaux des fonctions de R? dans R suivantes.
1L f:(z,y) — 2®+y° = 3uy; 2. g:(z,y) — (x—y)* + (z +y)°

Exercice 38.7. On consideére
I R?> — R
(r,y) — zer@HD
1. Justifier que f est de classe €' sur R.
2. Déterminer le seul point en lequel f est susceptible de présenter un extremum local. On notera A ce point.
3. (a) Montrer que pour tout (z,y) € R?, f(z,y) = ze®.
(b) En déduire que A est un extremum global de f sur R2.
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Exercice 38.8. 1. On considere la fonction
g: R — R
x — In(x)+2z+1
Montrer qu’il existe un unique réel « € ]0; +o0[ tel que g(a) = 0.
2. On considere la fonction
f: Ry xR — R
(@,y) — a(ln(@)+z+y?)

(a) Déterminer le seul point critique zy de f.
(b) Montrer que f(zg) = —al(a + 1).

Exercice 38.9. On considére la fonction f définie sur R} x R’ par :

(z,y) €]0; +oo[ x J0; +ool, fla,y) = (& +v) (;Jr;)

1. Montrer que, pour tout couple (z,y) € ]0; +oo[ x |0; +o0],

(z +y)?

flz,y) = oy

x
et f(x)z?—i—g—i—f.
Ty

N

. Montrer que f est de classe € sur |0; +oo[ x ]0; +o0].
. Montrer que f posséde une infinité de points critiques et les déterminer.
. (a) Comparer les réels (z +y)? et 4zy, pour tout (x,y) €]0; +o0[ x J0; +oo.
(b) En déduire que f admet sur ]0; +00[ x ]0; +00[ un minimum global en tous ses points critiques et donner

sa valeur.

=~ W

5. Démontrer que
V(z,y) €]0; +0o[ x ]0; 4+0[, 2In(z+y)—In(xz) —In(y) = 21n(2).

Equation aux dérivées partielles

Exercice 38.10. On cherche a résoudre I’équation aux dérivées partielles suivante :

) L+ L=y

d’inconnue la fonction f définie et de classe €' sur R? & valeurs dans R. Pour cela, on posera le changement de variable

u+v
_ T =
{ u=aty c’est-a-dire uzv
v=x—y y =
2

1. Soit f une fonction solution de (E). On considére la fonction

g: R*> — R
(u,v) N f(u—;—v7u;v).

Ainsi, on peut écrire :
V(z,y) eR?, flz,y) =gz +y,2 —y).
(a) Montrer que g est de classe €* sur R2.

(b) Calculer les dérivées partielles premieéres de f en fonction de celles de g.

0
(c) Démontrer que pour tout (u,v) € R?, 2a—g(u,v) = g(u,v).
u

(d) En déduire 'expression de g, puis 'expression de f.

2. Réciproquement, vérifier que toute fonction f de la forme obtenue a la question précédente est bien solution de
(E) et conclure.
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