TD 35 : Espérance et variance

TD 35 ESPERANCE ET VARIANCE

Espérance, variance, écart-type

Exercice 35.1. On lance trois pieces de monnaie parfaitement équilibrées. Soit X la variable aléatoire donnant le
nombre de « Faces » obtenues. Donner la loi de X, puis E(X) et enfin V(X).

Exercice 35.2. On joue au jeu suivant : on lance trois dés non pipés : si le six n’est pas sorti, on perd un euro, s’il
sort une, deux ou trois fois, on gagne respectivement un, deux, ou trois euros. Notons Y le nombre de six obtenus et
X la variable aléatoire représentant le gain apres une partie.

1. Donner la loi de Y, puis son espérance.

2. Déterminer la loi de X, puis son espérance. Le jeu est-il favorable ?

Exercice 35.3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi % ([3,6]). On pose Y = 2X?2 + 3. Déterminer 'espérance
et la variance de X, puis 'espérance et la variance de Y et enfin la loi de Y.

Exercice 35.4. Perspicouac organise une loterie. Il vend 50 billets & 1 euro chacun, puis il choisit au hasard (de
maniére équiprobable) un billet. Le détenteur du billet en question gagne alors I’équivalent de 35 euros (c’est le prix
de la bicyclette achetée en solde pour 'occasion).

1. Pticachou achete un billet. On note T" son gain. Donner I'espérance et la variance de T

2. Si Pticachou avait acheté deux billets, quel aurait été 1’espérance et la variance de son gain, que vous pourrez
cette fois noter T 7

Exercice 35.5. On choisit au hasard deux nombres entiers (éventuellement égaux) dans l'intervalle [—2; 2], les couples
de nombres étant équiprobables. On note X le produit des deux nombres choisis. Déterminer la loi de X. Calculer
E(X).

Exercice 35.6. Une variable aléatoire S obéit & une loi binomiale %(n,p). Elle a pour espérance 6, et pour variance
3,6. Quelles sont les valeurs de n et p?

Exercice 35.7. Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n], telle qu’il existe un nombre réel
strictement positif a pour lequel :

Vke[o,n], P(X=k) = Z(+k)1

1. Calculer a.

2. Calculer l'espérance et la variance de X. On pourra commencer par calculer E(X + 1) et E (X (X + 1)).

Exercice 35.8. Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [0, n].
1. Montrer que E(X) = Z P(X =k).
k=1

2. Un jeu vidéo est constitué de n niveaux successifs, indépendants. Lorsque le joueur commence un niveau (ce qui
suppose qu'’il ait réussi les niveaux précédents), la probabilité qu’il le réussisse est —. Le jeu s’arréte des que le
joueur échoue a un niveau. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de niveaux réussis par le joueur.

(a) Déterminer l’ensemble des valeurs prises par X, et calculer, pour tout k € [1,n], P(X > k).

2 n+1
(b) En déduire que E(X)=2-3 <3) .

Exercice 35.9. A force de chercher qui est z, un professeur de mathématique devient fou. Il décide alors de noter au
hasard, et indépendamment les unes des autres, n copies (mais d’ailleurs, qui est n ?) en accordant une égale probabilité
a toutes les notes entieres possibles de 0 a 20. On note X,, la variable aléatoire égale a la meilleure note du groupe.
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1. Pour k € [0,20], calculer P(X,, < k) et en déduire P(X,, = k). Déterminer sa limite quand n tend vers +oco.

Interpréter.
9 k4 qan
2. Démontrer que E(X,,) = 20 — Z (7> et en déduire lim E(X,).
= 21 n—+00

Exercice 35.10. Soit n € N. Dans une urne contenant initialement n boules numérotées de 1 a n, on effectue deux
tirages successifs d’une boule selon le protocole suivant : si I’on note k le numéro de la boule tirée au premier tirage,
celle-ci est remise dans 'urne avec k boules supplémentaires portant toutes le numéro k et ’on effectue alors un second
tirage.

On note X; et X5 les variables aléatoires égales aux numéros respectifs des boules tirées aux premier et second tirages.

1. Donner la loi de X7, son espérance et sa variance.
n

2. Déterminer la loi de X5 en fonction de la somme S,, = Z
k=1

2E(X2)=1—n+ (3n+1)S,.

et démontrer que 'on a
n -+

Exercice 35.11. On lance 6 dés idéaux. On note X le nombre de multiples de 3 obtenus.
1. Déterminer la loi de X. Préciser son espérance et son écart-type.

2. Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux multiples de 3 sachant qu’on en a obtenu au plus quatre.

Exercice 35.12. Soit n € N*. Un mobile se déplace de facon aléatoire sur un axe gradué. A Dinstant 0, il est en
Porigine. A chaque instant entier, son abscisse varie de +1 avec la probabilité p (on parle de « pas vers la droite » ) et
de —1 avec la probabilité ¢ = 1 — p (« pas vers la gauche » ). On note X,, I'abscisse du point occupé par le mobile a
Iinstant n. On suppose que les déplacements du mobile sont indépendants.

1. Donner X, ().

2. On note D,, le nombre de pas vers la droite effectués par le mobile jusqu’a l'instant n.
Démontrer que X,, = 2D,, — n et en déduire, grace a la loi de D,,, celle de X,,.

3. Déterminer ’espérance et la variance de X,,.

4. Pour quelle valeur de p la variable X,, est-elle centrée ? Interpréter.

Exercice 35.13. Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale % (n, p). Déterminer 'espérance de la variable

1
léatoire Y = ———.
aléatoire X1

n 2 2
Exercice 35.14. Soit n € N*. On pourra utiliser la formule suivante sans la démontrer : Z k3 = n(n%l)

k=0
Une urne contient n — 2 boules rouges numérotées de 1 a n — 2 et deux boules blanches numérotées 1 et 2. On effectue
le tirage une & une et sans remise de toutes les boules de 'urne.
On note X la variables aléatoire égale au rang d’apparition de la premiere boule blanche, et Y celle correspondant au
rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.
Pour i € [1,n], on note B; 'événement « la i-eéme boule tirée est blanche ».

1. Déterminer P(X = 1), P(X = 2), P(X = 3).
2. Soit k € [1,n]. Exprimer ’événement (X = k) a l'aide de By, ..., B,, puis montrer que P(X = k) =

1
3. Démontrer que E(X) = "; . Caleuler V(X).

4. Déterminer E(Z) et V(Z) ou Z est le nombre de boules rouges restant dans 'urne lorsque la premiére boule
blanche vient d’étre tirée.

5. Déterminer la loi de Y.

Exercice 35.15. Soit n un entier naturel non nul. Une urne contient n jetons numérotés de 1 & n. On tire au hasard
une poignée de jetons de cette urne. Notons X la somme des points obtenus, et Y le nombre de jetons de la poignée
tirée. On suppose que Y est une variable aléatoire uniforme sur [0, n], et on convient que si Y prend la valeur 0, alors
X prend la valeur 0.

1. Pour tout k € [1,n], on définit la variable aléatoire X}, en posant : Xj = k si le jeton k est dans la poignée tirée,

X = 0 sinon. Justifier que X = 2 Xk
k=1
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1
2. (a) En utilisant le systéme complet ({Y = p}), (o ,,» montrer que pour tout k € [1,n], P(X = k) = 3

X 1
(b) En déduire que pour tout k € [1,n], la variable aléatoire ?k suit une loi de Bernoulli de parameétre ok

3. En déduire I'espérance de X.

Exercice 35.16. Soit n € N*. On considére n boules numérotées de 1 & n et n cases numérotées de 1 a n. On range
au hasard les n boules dans les n cases en ne mettant qu'une seule boule par case. Pour tout ¢ € [1,n], on note S;
la variable aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 si la i-iéme boule se trouve dans la i-ieme case. On note S la
variable aléatoire correspondant au nombre de boules se trouvant dans la case de méme numéro.

1. Exprimer la variable aléatoire S a I’aide des variables aléatoires S;.
2. Expliciter la loi et donner ’espérance des variables aléatoires S;.
3. Pour tous 4, j € [1,n], expliciter la loi et donner espérance de la variable aléatoire S;S;.

4. En déduire 'espérance et la variance de S.

Exercice 35.17. Soit n un entier naturel non nul. On lance n fois un dé non pipé. Soit X la somme des points obtenus
et Y le plus grand nombre obtenu.

1. Calculer I'espérance et la variance de X (on pourra écrire X comme une somme de variables aléatoires plus
simples).
2. Donner la loi de Y.

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Couple de variables aléatoires

Exercice 35.18. On lance un dé non pipé. La variable aléatoire X est définie en donnant la valeur 2 lorsque le point
marqué est pair et la valeur 1 lorsque le point marqué est impair. La variable aléatoire Y est définie en donnant la
valeur 3 lorsque le point marqué est 1 ou 6 et la valeur 0 dans les autres cas.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Calculer E(XY) — E(X)E(Y).

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
4

. Reprendre ces questions en définissant Y de la fagon suivante : Y prend la valeur 3 lorsque le point marqué est
2 ou 6, et la valeur 0 dans les autres cas.

Exercice 35.19. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires dont la loi conjointe est donnée par le tableau ci-apres.

1. Déterminer les lois marginales. Y 0 ) 5
X
2. Déterminer la loi de X sachant {Y = 0} et la loi de
Y sachant {X = 0}. 0 1 1 0
20 4
3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? 17 1 1
1 i - -
4. Montrer qu’elles sont décorrélées. 60 : 6

Exercice 35.20. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles sur 1'espace probabilisé (2, P(£2),P). Montrer que
Cov(X,Y) < /V(X)V(Y).
Indication. On pourra étudier la variance de Zy = AX + Y en fonction de .

Exercice 35.21. Soit p € R et X, Y deux variables aléatoires suivant des lois de Bernoulli telles que la loi du couple
(X,Y) est donnée par le tableau ci-apres.

1. Que doit vérifier p pour que ce tableau définisse une Y
loi conjointe ? X

2. Déterminer les lois marginales. 1
+p|z-p

=

3. Calculer les espérances et les variances de X et de
Y.

4. Calculer Cov(X,Y). 1

5. Pour quelle valeur de p les variables aléatoires X et
Y sont-elles indépendantes 7

| —
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Exercice 35.22. Soit ¢ € N. Une urne contient une boule blanche et une boule noire, les boules sont indiscernables
au toucher. On tire une boule au hasard dans I'urne, on note sa couleur et la remet dans 'urne avec ¢ autres boules
de la méme couleur, ¢ étant un entier strictement positif. On répéte n fois ce tirage suivant le méme principe, n étant
un entier supérieur ou égal a 2. On consideére les variables aléatoires Xj,...,X,, définies par : pour tout ¢ € [1,n],

e X,; =1 si on obtient une boule blanche au i-iéme tirage;
e X, = 0 sinon.
P
On définit également pour tout p € [1,n] la variable aléatoire Z, par Z, = Z X;.
i=1
Soit p € [1,n]. Que représente Z, ? Déterminer Z,(2).
Déterminer la loi de X et son espérance.
Déterminer la loi du couple (X7, X3). En déduire la loi de X5 et son espérance.

Déterminer la loi de Zs.

AN ol ol

Soit p<n—1.
(a) Déterminer P(X,41 =11 Z, = k) pour tout k € Z,(£2).
1+ cE(Zy)

(b) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que P(X,41 =1) = 51 e

1
(c) En déduire que X, ~ # <2) On raisonnera par récurrence en considérant la propriété H,, : « les variables

aléatoires X1,...,X, suivent une loi de Bernoulli de parametre 3" On calculera lors de 'hérédité E(Z,).

Inégalités probabilistes

Exercice 35.23. Un exploitant agricole posséde 100 vaches qui se répartissent au hasard entre deux étables, qui
contiennent chacune n places (50 < n < 100).
Notons X la variable aléatoire égale au nombre de vaches qui choisissent 1’étable numéro 1.

1. Donner la loi de X, ainsi que E(X) et V(X).
2. Notons E I’événement « chaque vache trouve une place ». Exprimer E a 'aide de X.

3. Avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, déterminer une valeur de n permettant a chaque vache de trouver une
place, avec une probabilité supérieure & 95%.

Exercice 35.24. Une usine fabrique des piéces dont une proportion inconnue p est défectueuse. On souhaite estimer
une valeur approchée de p.

Pour cela, on préleve n pieces. On suppose que la population des pieces est suffisamment grande pour que le prélévement
puisse étre modélisé par une suite de n tirages successifs avec remise. On note X, le nombre de piéces défectueuses
obtenues.

1. Quelle est la loi de X,, 7 Donner son espérance et sa variance.
X 1
Ze|l < —.
4ne?

n
— =P
3. En déduire une condition sur n pour que —= soit une valeur approchée de p & 10~2 prés avec une probabilité
n

2. Montrer que pour tout € > 0, P <

n

supérieure ou égale a 0, 95.

Exercice 35.25 (Inégalité de Cantelli). Soit X une variable aléatoire réelle et a > 0.
1. Démontrer que pour tout ¢ >0, on a {X —E(X) = a}  {(X —E(X) +t)? > (a+t)?}.

2+ V(X
2. En considérant la variable X — E(X) + ¢, montrer que pour tout ¢ = 0, P(X —E(X) > a) < (++t()2)
a
3. Déterminer en quelle valeur le minimum de la fonction suivante est atteint : f: [0; +0o[ — R
2+ V(X)
t - 7
(a+1)?
4. En déduire I'inégalité de Cantelli : P(X —E(X) > a) < C.9N
. g : >4 S v
5. Comparer 'information donnée par cette inégalité a celle donnée par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2V(X
6. Déduire de 4. 'inégalité suivante : P(|X — E(X)| = a) < aQ—|—(V()X)'

7. A nouveau, étudier lintérét de cette inégalité, en particulier par rapport & celle de Bienaymé-Tchebychev.
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