
TD 28 : Dimension d’un espace vectoriel

TD 28 Dimension d’un espace
vectoriel

Familles libres, génératrices, bases
Exercice 28.1. La famille de vecteurs ((1, 1, 1), (1, 0, 1), (2, 1, 1)) est-elle libre dans R3 ? Est-ce une famille génératrice
de R3 ?

Exercice 28.2 . La famille de vecteurs ((1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0), (2, 1, 1, 0)) est-elle libre dans R4 ? Est-ce une famille
génératrice de R4 ?

Exercice 28.3. Démontrer que la famille de polynômes (X ´ 2, 2X + 3) est une base de R1[X].

Exercice 28.4. On considère a = (1, i,´1,´i), b = (0, 1 + i, 2i, i ´ 1) et c = (1, 1, 1, 1). Prouver que (a, b, c) est une
famille liée dans le C-espace vectoriel C4 et une famille libre dans le R-espace vectoriel C4.

Exercice 28.5. Introduisons les fonctions f , g et h définies sur R :

f : x ÞÝÑ ex, g : x ÞÝÑ e2x, h : x ÞÝÑ e3x.

Démontrer que la famille (f, g, h) est une famille libre dans l’espace vectoriel RR.

Exercice 28.6. Dans RR, dire si les familles suivantes sont libres.

1. F1 =
(
fk : x ÞÝÑ ex+k

)
1ďkď100

; 2. F2 =
(
gk : x ÞÝÑ ekx

)
1ďkď100

.

Exercice 28.7. Soit m P N. On note, pour tout i P J0,mK, fi : x ÞÝÑ sin(2ix). Pour les familles de F(R,R) ci-dessous,
dites si elles sont libres ou liées.

1. F1 =
(

cos, sin, exp
)

; 2. F2 =
(

ch, sh, exp
)

;

3. F3 =
(

cos, sin, f : x ÞÝÑ cos(x+ π/4)
)

; 4. F4,m =
(
f0, f1, . . . , fm

)
.

Exercice 28.8. Déterminer une famille génératrice, puis une base de chacun des sous-espaces vectoriels suivants.

1. E =
␣

(x, y, z, t) P R4
ˇ

ˇ 3x+ y = 0 et x+ t = 0
(

; 2. F =
!

P P R2[X]
ˇ

ˇ

ˇ

rP (1) = 0
)

.

Exercice 28.9. On considère l’ensemble

F =
!

P P C4[X]
ˇ

ˇ

ˇ

rP (´1) = rP (1) = 0
)

.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C4[X], en donner une base et sa dimension.

Exercice 28.10. Considérons les ensembles

E =
␣

(x, y, z) P R3
ˇ

ˇ x+ y ´ 4z = 0
(

et F =
␣

(x, y, z) P R3
ˇ

ˇ x+ y + z = 0 et 2x ´ y + z = 0
(

.

Montrer que E et F sont des espaces vectoriels de dimension finie et en déterminer une base.

Exercice 28.11. Dans R4, on considère les vecteurs

x = (1, 0, 0, 1), y = (1,´1, 0, 1), z = (1, 0, 1, 1), t = (1, 1, 1, 1).

1. Montrer que la famille (x, y, z, t) est une famille liée.
2. La famille (x, y, z) peut-elle être complétée en une base de R4 ?
3. Compléter la famille (x, y, z) en une base de R4.
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Exercice 28.12. 1. Démontrer que, dans R[X], la famille de polynômes (X3 + 2X ´ 1, X + 1, X3 ´ X2) est une
famille libre.

2. Cette famille est-elle une base de R3[X] ?
3. La compléter en une base de R3[X].

Exercice 28.13. 1. Montrer que le triplet B = ((0, 1, 1), (2, 0,´1), (2, 1, 1)) est une base de R3.
2. Donner les coordonnées des vecteurs (4,´1, 1) et (1, 0, 0) dans cette base.

Exercice 28.14. Dans R4[X], montrer que la famille (1, (X´1), (X´1)2, (X´1)3, (X´1)4) est une base et déterminer
les coordonnées de P = 1 +X +X2 +X3 +X4 dans cette base.

Exercice 28.15. On note F l’ensemble des fonctions f : R ÝÑ R telles qu’il existe (a, b, c) P R3 vérifiant, pour tout
réel x, f(x) = aex + be2x + cex2 .
Montrer que F est un R-espace vectoriel de dimension finie et en déterminer une base.

Exercice 28.16. Soit n P N‹. Pour tout k P J0, nK, on pose ek =
k
ÿ

ℓ=0

Xℓ.

1. Démontrer que (ek)kPJ0,nK est une base de Rn[X].
2. Soit k P J0, nK. Déterminer les coordonnées du polynôme Pk = Xk dans cette base.

Exercice 28.17. Soit n P N‹. On considère n+ 1 réels x0, x1, . . . , xn vérifiant x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn. De plus, on note :

@i P J0, nK, Pi =
n
ź

k=0
k‰i

(X ´ xk).

1. Soit i P J0, nK. Pour k P J0, nK, vérifier que Pi(xj) = 0 si j ‰ i et Pi(xi) ‰ 0.
2. En déduire que la famille (P0, ..., Pn) est une famille libre de Rn[X]. Est-elle génératrice ?

Sommes, sommes directes et sous-espaces supplémentaires
Exercice 28.18. Dans R4, on considère les vecteurs

x = (1, 2, 0, 1), y = (2, 1, 3, 1), z = (7, 8, 9, 5)

t = (1, 2, 1, 0), u = (2,´1, 0, 1), v = (´1, 1, 1, 1), w = (1, 1, 1, 1).

Posons
A = Vect (x, y, z) et B = Vect (t, u, v, w) .

1. Déterminer la dimension et une base de A et de B.
2. Déterminer la dimension et une base de A+B.
3. Déterminer la dimension et une base de A X B.

Exercice 28.19. Montrer que F = Vect
(
(1, 2, 1), (0, 1, 1)

)
et G = Vect

(
(0, 1, 0)

)
sont supplémentaires dans R3.

Exercice 28.20. Dans le C-espace vectoriel C3, on considère les sous-espaces vectoriels :

F =
␣

(x, y, z) P C3
ˇ

ˇ x+ iy ´ z = 0
(

et G =
␣

(a+ ib, a ´ ib, a+ b) : (a, b) P C2
(

.

Déterminer une base de F , une base de G, une base de F +G et une base de F X G.

Exercice 28.21. Déterminer un supplémentaire dans R4 de

E =
␣

(x, y, z, t) P R4
ˇ

ˇ x+ y ´ t = 0 et y ´ z + t = 0
(

.

Exercice 28.22. Montrer que l’ensemble

F =
!

P P R4[X]
ˇ

ˇ

ˇ

rP (1) = ĂP 1(1) = ĂP 1(0) = 0
)

est un sous-espace vectoriel de R4[X] et en donner une base, sa dimension et un supplémentaire dans R4[X].

2/3



TD 28 : Dimension d’un espace vectoriel

Exercice 28.23. On pose

F =

"(
a 2a+ b

´b ´a

)
P M2(R) : (a, b) P R2

*

et G =

"(
a 3a+ b

´b ´2a+ b

)
P M2(R) : (a, b) P R2

*

.

Prouver que M2(R) = F ‘ G.

Exercice 28.24. Déterminer un supplémentaire de F =
!

P P R3[X]
ˇ

ˇ

ˇ

rP (0) = rP 1(1) = 0
)

dans R4[X].

Exercice 28.25. Déterminer un supplémentaire de F = tP P R4[X] | P (´X) = P (X)u dans R4[X].

Exercice 28.26. Dans E = R4, on considère a = (1, 2, 0, 1), b = (2, 1, 3,´1), c = (4, 5, 3, 1) et F = Vect (a, b, c).
1. Déterminer la dimension et une base de F . Déterminer un système d’équations de F .
2. Soit G =

␣

(x, y, z, t) P R4
ˇ

ˇ 2x+ y + z + t = 0 et x+ z ´ t = 0
(

. Déterminer une base de G et sa dimension.
3. Montrer que F ‘ G = E. Donner la décomposition selon F et G du vecteur s = (6, 10, 8, 2).

Exercice 28.27. Soit D l’ensemble des matrices diagonales de E = M2(R) et F le sous-espace vectoriel engendré par

les matrices A =

(
1 1
0 1

)
et B =

(
1 1
1 1

)
. Montrer que D et F sont supplémentaires dans E.

Exercice 28.28. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension 3 de R5. Montrer que F X G ‰ t0u.

Exercice 28.29 . Soit n P N‹. On note Sn l’ensemble des matrices symétriques de Mn(K) et An l’ensemble des
matrices antisymétriques de Mn(K).

1. Dans cette question n = 3.
(a) Montrer que S3 et A3 sont des sous-espaces vectoriels de M3(K). Donner une base et la dimension de

chacun d’eux.
(b) Montrer que S3 et A3 sont supplémentaires dans M3(K).

2. On revient au cas général.
(a) Donner sans justification une base et la dimensions de Sn et An.
(b) Montrer qu’ils sont supplémentaires dans Mn(K).

Exercice 28.30. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n P N avec n ě 3.
Soit H et H 1 deux hyperplans de E c’est-à-dire des sous-espace vectoriels de E de dimension n ´ 1.

1. Montrer que dim(H +H 1) = n ´ 1 si, et seulement si, H = H 1

On suppose désormais que H ‰ H 1.
2. Montrer que H +H 1 = E.
3. Montrer que dim(H X H 1) = n ´ 2.
4. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel D qui soit un supplémentaire dans E à H et à H 1.

Rang d’une famille de vecteurs
Exercice 28.31 . Notons u1 = (2,´1,´3), u2 = (´4, 1, 3), u3 = (´6, 3, 9) et u4 = (7, 2, 1). Quel est le rang de la
famille (u1, u2, u3, u4) ?
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