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TD 27 ESPACES VECTORIELS

Sous-espaces vectoriels

Exercice 27.1. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel dans lequel ils sont

inclus ?
1. Fy={(z,y) cK*| z=y}; 2. Fo={(z,y) eR*| z>y};
3. Fy={(x,y) e K| |a| = |y}; 4. ={($y7 e K| =0};
5. Fs={(z,y,2)eK3| 2 =2y et x=3z}; 6. :{(az:y7 eK?| wyz = 0};
7. Fr= {(:I: Y, Z )6R3|y=3:1c—|—1}; 8. :{ R2|y:sin(x)};
9. Fy={feRR| f(1)=0}; 10.F10={feRR|f(3)<o};
11. Fip = {feR®| f(3) =2f(2)}; 12. Fi5 = { P e K[X]| deg(P) < 5};
13.F13:{P6K )P ﬁ(1):0}; 14.F14:{PER ‘XP (X274)13(O):0};
15. Fi5 = { P e K[X]| deg(P) = 5}; 16. Fis = { f e R*| f(1) = 0};
17. Fir = { f € RR| f(O):l}; 18. Fis ={ fe ¢*(R,R)| f'(0) = f'(1)};
19. Flgz{fe%o ([o; 1], ) sin(¢ O} 20. Fgoz{feRR| f est croissante};
21. Fp; = {f € R®| f est paire}; 22. Fy = {u e RN | u converge} ;
23. Fy3 = {u € RN | u est bornée} ; 24. Fyy = {ueRN lim u, :2};
n— -+
25. FQ5{U€RN nlirfwunO}; 26. Fggz{ueRN}VneN, un+2:4un+1f4un};
27. Fyr ={M e M,(K)| MT +2M =1,}; 28. Fog = {M e M,(K)| MT + M =0} ;
29. Fyg = { M € M, (R)| M? = M}; 30. FSO:KZ Z) : (a,b)eR2}.

Exercice 27.2. Soit E un K-espace vectoriel. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

1.
2.
3.

Est-il vrai que F' n G est un sous-espace vectoriel de E 7
Est-il vrai que F' u G est un sous-espace vectoriel de E 7

Montrer que F' u G est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si F'< G ou G c F.

Sous-espaces engendrés

Exercice 27.3. 1. Dans R?, le vecteur (7,3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2,4) et (—1,2)?

2. Dans R3, le vecteur (5,5, 1) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2, 3,0) et (3,2,0)?

LA Sl

Dans R3, le vecteur (0, —2,3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (2,2,3) et (3,—1,2)?
Dans R?, le vecteur (6v/2 — 15,12 — 54/3) est-il combinaison linéaire des vecteurs (1,v/2) et (v/3,1)?
Dans R[X], le polynome P = 16 X3 — 7X? — 4 4 21X est-il combinaison linéaire des polynémes

A=8X3-5X?+1 et B=X?’47X-27

. Dans RE, I'application 2 — sin(2x) est-elle combinaison linéaire des applications sin et cos ?
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7. Dans R®, lapplication z — cos(2x) est-elle combinaison linéaire des applications sin? et cos? ?

8. Dans 'espace vectoriel des suites réelles, la suite (1),en est-elle combinaison linéaire des suites
(n2)nEN7 (2n)neNa (271 - l)neN ?

Exercice 27.4. 1. Démontrer que les ensembles
E={(z,y,2)eR*|3z4+y—2=0} et F={(z,20,-32): 2R}

sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Déterminer deux vecteurs u et v de R? tels que E = Vect (u,v).

3. Déterminer un systeme d’équations cartésiennes de ’ensemble F', c’est-a-dire déterminer a quelles conditions sur
les réels a, b et ¢ le vecteur (a,b,c) est un élément de F.

4. Justifier que E n F est un sous-espace vectoriel de R?® et démontrer que E n F = {0}.

5. L’ensemble E U F est-il un sous-espace vectoriel de R3 ?

r+2y+3z+4t+5u = 0
Exercice 27.5. Soit F' = { (z,y,2,t,u) € R® rz+y—u = 0 ,.Déterminer des vecteurs a et b de
z+t—u = 0
R® de sorte que F' = Vect (a, b).
Exercice 27.6. Considérons
_ 4 r+y+z+t = 0 _ 4 r—2y—t =0
F—{(m,ywz,t)eR { d—yt+z = 0 et G=1{(x,y,2,t)eR cdt — 0 [

Déterminer les vecteurs fi1, fa, g1, g2, e de R?* tels que F' = Vect (f1, f2), G = Vect (g1, 92) et F n G = Vect (e).

Exercice 27.7. Soit e = (1,-1,2,-2), f = (4,3,2,1) et F = Vect (e, f). Déterminer & quelles conditions sur les réels
a,b,c,d le vecteur (a,b,c,d) appartient & F (les conditions trouvées forment un systéme d’équations cartésiennes de

Exercice 27.8. Dans R?, déterminer un systéme d’équations de 1’espace vectoriel engendré par les vecteurs (2,4, 1)
et (0,—1,3) (c’est-a-dire lespace vectoriel Vect ((2,4,1), (0, —1,3))).

Exercice 27.9. 1. Trouver deux suites (an)nen €t (bn)nen telles que ensemble E des suites réelles vérifiant la
relation de récurrence
VneN, upyo=4Upt1 — Uy

soit égal & Vect ((an)neN, (bn)neN)-

2. Ecrire E = { fe%?*R) | =+ f= 0} sous la forme d’un sous-espace vectoriel engendré par une famille de
fonctions.

Exercice 27.10. Soit F' = {P € R3[X]| XP(1) + (X2 —4)P(0) = O}. Ecrire F' comme un sous-espace vectoriel

engendré par une famille de vecteurs de Rg[X].
Exercice 27.11. Dans R3, démontrer que Vect ((1,1,0), (0,0,1)) = Vect ((1,1,1), (=1, —1,1)).
Exercice 27.12. On définit les matrices
=B oG b)) sl 2o (Ge)
Montrer que Vect (A, B) = Vect (C, D).
Exercice 27.13. Soit F un espace vectoriel et X7, Xo, X3 trois vecteurs de E. Posons
Yi=X1+Xo+ X3, Yo=X1+Xo, Y3=2X;+X>—-Xs.

Montrer que :
Vect (X1, X2, X3) = Vect (Y1, Y,Y3).
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Sommes directes et sous-espaces supplémentaires

Exercice 27.14. Soit F' = Vect ((1,0,1),(1,2,3),(1,4,5)) et G = Vect ((1,2,0),(1,1,1)).
1. A quelles conditions le vecteur u = (z,y, z) appartient-il & F? & G ?
2. Montrer qu'’il existe un vecteur a € R? tel que F n G = Vect (a).
3. Montrer que F + G = R3. Cette somme est-elle directe ?

Exercice 27.15. Soit F = {(x,y,z) eR3| x+y+z:0} et G = {(x,y,z) eR3| T—y+z :0}.
1. Donner une description de F' et G comme sous-espaces vectoriels engendrés.

2. Soit u = (z,y,2) € R3. Montrer qu’il est possible de trouver a de sorte que (a, —a,0) € F et (x —a,y +a,z) € G.
Que vaut F'+ G (on pourra remarquer que v = (a, —a,0) + (z — a,y + a, 2)).

3. F et G sont-ils en somme directe ?

Exercice 27.16. On note A = <_11 22> et B= (Z _é), ainsi que

F={MeMyR)| AM =0} et G={MeMsyR)| BM =0}

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de My (R).

2. Montrer que A + B est inversible. En déduire que F' et G sont en somme directe.

Exercice 27.17. Dans chacun des cas suivants, montrer que les espaces vectoriels I’ et G sont en somme directe.
Sont-ils supplémentaires (respectivement dans R?® pour (a) et dans R* pour (b)) ?

(a) F=Vect((1,1,0)) et G = Vect((1,0,3),(2,1,-1)).
(b) F:{(x,y,z,t)eR‘l’ x+2y—|—3z+4t:0} etG:{(x,y,z,t)eR‘l’ x+y:06tz:0ett:0}.

Exercice 27.18. Dans R"™, on consideére le sous-espace vectoriel F = Vect (u) avec u = (1,2,...,n) et le sous-ensemble
G = {($1,...,$n)€Rn‘ 1+ + Ty :0}
1. Démontrer que G est un sous-espace vectoriel de R™.

2. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans R".

Exercice 27.19. Dans R[X], on considére les sous-espaces vectoriels F' = Ro[X] et G = {(X —1)Q(X) | Q € R[X]}.
Montrer que F' et G sont supplémentaires dans R[X].

Exercice 27.20. On appelle I I’ensemble constitué des fonctions impaires de R dans R et P celui des fonction paires.
Montrer que ces sous-espaces vectoriels de R® sont supplémentaires dans RR.

Exercice 27.21. On considére les ensembles

F:{PGRQ[X] rp(t)dt:o} et G ={PeRy[X]| P(1)=P(2) =0}.

)

1. Déterminer des polynémes Py, Ps, P; € Ry[X] tels que F' = Vect (P, P2) et G = Vect (Ps).

2. Montrer que F et G sont en somme directe. Sont-ils supplémentaires dans Ry[X]?
Exercice 27.22. Les sous-espaces vectoriels F' = Vect (cos) et G = Vect (sin) de R® sont-ils en somme directe ?

Exercice 27.23. Soit FF = {PeC[X]| P(1)=P/(1)=0}, G = C1[X] et H = {P e C[X]| P(1) = P(-1) =0}.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans C[X]. Montrer que c’est aussi le cas de G et H.

Exercice 27.24. Soit ¥ l'ensemble des suites réelles convergentes, 6 ’ensemble des suites réelles convergentes vers
0 et €1 'ensemble des suites réelles constantes.

1. Montrer que €, %, et €, sont des sous-espaces vectoriels de RN.

2. Montrer que %y et 61 sont des sous-espaces de € supplémentaires.
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