TD 26 : Séries numériques

TD 26 SERIES NUMERIQUES

Calcul de sommes

Exercice 26.1. Justifier que les séries suivantes sont convergentes et donner leur somme.

1 4
1. Zz—n, 2. 257,

n=0 n=0
1 1
3. — 4. Po
;O n! ;O 22
5. Z il ; 6. Z n ;
n=0 n=0
7 ZL 8 Z Arctan 14—l — Arctan 14—L ;
R . n n+1))’
6722n 2
- Z nl 10. Z 32n+1
n=0 : n=0
(—1)" 1
11. : 12. Y —.
;0 n! ;0 (2n)!
Exercice 26.2. 1. Déterminer la nature de la série de terme général
1
Up =

n(n+1)(n+2)

+00
2. En vous aidant d’une décomposition en éléments simples, calculer Z Upy -
n=1
Exercice 26.3. 1. Déterminer la nature de la série de terme général
n(n+2)
Up =In| ——=
! ( (n+1)? > ’

2. Calculer sa somme apres avoir reconnu une série télescopique.

N  1\n—1 194 __(_1\N,.N
Exercice 26.4. 1. Montrer que pour tout N € N*, 2 L = J M dx.

= n 0 1+
- s (=pr ;D!
2. En déduire que la série Z ~———— converge et que 2 —— =1In(2).
n n
n=1 n=1

Nature d’'une série

Exercice 26.5. Introduisons la série de terme général

1

Uy = ———.
e f e

Montrer que pour tout n € N u,, < e~ ™. En déduire la nature de la série, puis une majoration de sa somme.
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Exercice 26.6. Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de la série dont le terme général est :

n+2 . 1 1 n—1
1. B ; 2. sin <n2> ; 3. In (1 + 712) ; 4. an ;
2 n
5. 74n +on ; 6. ! ; 7. 2" —n ; 8. ef‘/m;
5n In (n) 3n
l+n 1 1 ro1\"
9., —/—mm; 10.cos | — | ; 11.1 —cos | — | ; 12. | =4+ — ;
n3(n+Inn)’ cos <n2>’ o8 <n>’ <2+n> ’
2 1 " 1
13. n ; 14. Arctan | ———— | ; 15. (1——| ; 16.nln(1+ ——);
n! n2+n+1 n ny/n
— 1
17, Yotlovi, 18, O 19. cos () 20. 4 [n+ & — .
n n2+3n—2 n+1 2

Exercice 26.7. Dans chacun des cas suivants, déterminer, suivant les valeurs de a € R, la nature de la série de terme
général u,,.

n

1 T
1. un=1n<1—|—na); 2. an(—a); 3. un:(m_\/ﬁ)a

1
nlin(n)’

Exercice 26.8. En utilisant une comparaison avec une intégrale, déterminer la nature de Z
n=2

Lien entre suite et série

Exercice 26.9. Soit up € R%. On définit par récurrence la suite (u,,) en posant pour tout n € N, u,41 = e~ “"u,.
1. (a) Montrer que pour tout n € N, u,, > 0.
(b) Montrer que (un)nen est une suite décroissante.
(c) En déduire que u converge et déterminer sa limite.

2. Prouver que pour tout entier naturel n, u, = In(u,) — In(up41).

3. En déduire la nature de la série Z T
n=0

Exercice 26.10. Introduisons la suite u de terme général

n!
Uy = ———.
efnnn-i-j
1. Mont 1 w1t !
. ontrer que — n — n — ~ _——.
4 D n) noteo 1202

2. Montrer que les suites de termes généraux In (u,41) — In (u,) et — sont des suites équivalentes.

1
12n2
3. En déduire que la suite u converge.

Nouvelles techniques de convergence

Exercice 26.11. Soit Z a, une série a termes positifs convergente.

n=0
Gnp,

1+a,

et Z an2 sont convergentes.
n=0

Montrer que les séries 2

n=0

Exercice 26.12 (Séries alternées). Soit (a,) une suite décroissante convergeant vers 0.

n
1. On pose pour tout n € N, S, = Z (—1)kak. Montrer que les suites (S2,,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.
k=0

2. Montrer que la série Z (=1)"a,, converge.

n=0
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3. Montrer que pour tout n € N,
+0

>, (“DFa

k=n+41

$§Gn+L

converge t-elle absolument ? Converge t-elle « simplement » 7

. =4
4. La série

Exercice 26.13. Soit (u,)n>0 une suite de réels strictement plus grands que —1.

1. Montrer que si u est une suite de réels tous de méme signe, alors les séries Z Uy, €t Z In(1 + uy,,) sont de méme
n=0 n=0
nature.
2. Montrer que sans cette hypothese, ce n’est plus nécessairement le cas. On pourra considérer la suite v de terme
(="
v

Exercice 26.14. Soit f une fonction non nulle continue et positive sur l'intervalle [0; 1]. On considére la série de

terme général

général u,, =

1
Up = Jo £ dte.

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

2. En déduire la nature de la série.

3. Application : déterminer la nature de la série de terme général

1
Up :f In(1+z") da.
0

Exercice 26.15 (Régle de D’Alembert). Soit (u,)nen € CN telle que pour tout n € N, u, # 0. On suppose qu’il

u
existe £ € Ry tel que lim |—F1|=¢.
n—+0w | Uy

1. Montrer que si £ > 1, alors la série Z u, diverge grossierement.
n=0
1-7

2. On suppose que £ < 1. Posons € = —

|5

(L+¢e)ntt
(b) En déduire que 2 U, converge absolument.

n=0

(a) Montrer que la suite ( ) est bornée a partir d’un certain rang.
neN

4

N . . . s n
3. Montrer, a 'aide des questions précédentes, que la série Z 3n converge.
n=0
n

N . . s s 4o z
4. Montrer, & ’aide des questions précédentes, que la série Z — converge pour tout z € C.
n!
n=0
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