TD 24 : Probléemes d’analyse asymptotique

TD 24 PROBLEMES D’ANALYSE
ASYMPTOTIQUE

Solutions d’équations a parameétres

Exercice 24.1. Pour tout entier n non nul, on définit la fonction polynomiale p,, :  — 3 + nz + n.
1. Montrer que pour tout n € N*, p,, posséde un unique zéro réel, que I'on note x,,. Déterminer |z, |.
. Pour n € N avec n > 2, déterminer le signe de p,(x,—1), et en déduire la monotonie de la suite (z,,).

. Justifier que (x,,) converge.
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4. On note ¢ la limite de (z,). Montrer que x,, — £ -
5

n——+0o0 TL.
. En réitérant le procédé, montrer qu’'on a le développement asymptotique

= K—i—l 3+ !
o o n  n2 © n? )’

Exercice 24.2. Pour tout n € N, on note I,, = |nm — g s+ g [

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique x,, € I, tel que tan(z,) = x,.
2. Mountrer que la suite (x,,) diverge vers +00. En donner un équivalent simple.
3. Pour tout n € N, on pose y,, = z,, — nm.
(a) Justifier que pour tout n € N, y,, = Arctan(z,,).
(b) Quelle est la limite de (y,,)?
s

4. Pour tout n € N, on pose z,, = £, — nmw — 5

1
(a) Soit = > 0. Rappeler la valeur de Arctan(z) 4+ Arctan ()
x

(b) Donner un équivalent simple de (zy,).

(c) Quel développement asymptotique vient-on d’obtenir ?

Suites récurrentes

Exercice 24.3. On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 0 et
e Un

VYn € N, ntl = .
" Hnt n+1

1. Montrer que la suite (u,)nen converge vers 0. Indication : vous pouvez montrer que pour tout n € N*, u,, <

S |-

2. Montrer que u,4+1 ~

n i 1 Pusen déduire un équivalent de (uy,).

3. Montrer que :
1 1 n 3 n 1
= ———+4+—+o|l—=].
Un o teon 2 23 n3
Exercice 24.4. On note (uy,)nen~ la suite définie par u; =1 et
VneN* wupt1 =In(n+ uy,).

1. Montrer que (uy,)nen~ posséde une limite et la déterminer.
2. (a) Montrer que pour tout n = 2, u, < In(2n).
M ~ .
(b) Montrer que u,, o In(n)

3. Montrer que
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Suites d’intégrales

Exercice 24.5. On consideére, pour tout n € N,

1y
Uy, = f et dt.

1. Déterminer la limite de (uy,).

2. Montrer que pour tout n € N,

e

boetgntl g
n = = 1 n . N2/
Uty = 75— (n+ Lu +L 2(1+ 1)3/2

[§
3. En dédui n o~ —.
n deduire que u oo \/§n
Bijection réciproque

Exercice 24.6. On note f : z — xexp(z?).
1. Démontrer que [ réalise une bijection de R sur R.

2. Justifier que f~! admet un développement limité & I'ordre 4 en 0 et donner ce développement limité.

Exercice 24.7. On considére la fonction numérique f définie sur I'intervalle I = ]—1; +oo[ par
f@) =2+ In(1+ ).

1. Démontrer que f réalise une bijection de I vers un intervalle J que l'on explicitera.
2. Justifier que f~! admet un DL3(0), puis déterminer celui-ci.

3. Déterminer développement limité de f~! au voisinage de 400 et en déduire une équation de I'asymptote & la
courbe représentative de f~! au voisinage de +c0.
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