TD 15 : Suites réelles et complexes

SUITES REELLES ET
COMPLEXES

TD 15

Généralités sur les suites

Exercice 15.1.
certain rang.

Dans chacun des cas suivants, décider si la suite de terme général u, est monotone a partir d’un

1. n:2n_ 7 2' nzi’ 3’ n:7; 4' nz*’
U n u on v n—4 B ’I’L2
1 2 3 1 3"
5. up,=1+—; 6. u,= nt ; 7. up=2n+ —; 8. u, = ;
n n2 5n n—+1

2" 2
S— 11. u, = 2n? +3n — 8; 12, u, = \/ﬁ
Vn

Exercice 15.2. Dans chacun des cas suivants, dire si la suite de terme général u,, est bornée ou non.

10. u, =

9. u,=3"—n+1;

1 -2
1. up,=1— —; 2.un—3n

_ . 3.y, = (—1)";
n 3n4+2’

4. u, =n(-1)"

Exercice 15.3. Représenter graphiquement chacune des suites définies par :

1. ug =1 et pour tout n € N, up1 = 2y/un +1; 2. UO:%etpourtoutneN,vnH:l—l——.
v

n

Exercice 15.4. On considére la suite u définie par

1

Uy = 1, Vn e ]N-*7 Unp41 = H_i

Calculer les premiers termes de cette suite, et faire une conjecture sur I’expression du terme général de cette suite en
fonction de n. Démontrer cette conjecture par récurrence.

Calculs « directs » de limites

Exercice 15.5. Montrer, en revenant a la définition, que la suite u de terme général u,, = \/7 converge vers 0, que
n

. . n . " .
la suite v de terme général v, = converge vers 1 et que la suite w de terme général w,, = 2" — 3cos(n) diverge
n

vers —+ao0.

Exercice 15.6. Soit a,b € R%. Dans chacun des cas suivants, déterminer si elle existe la limite de la suite de terme
général u,,.

1 n? —5n

n
Loty = ——; 2 Uy = 3wy = ————;
U= g U 30 and RV S
2" 14+e™
4. un:\/n+3—'\/ﬁ7 5. Un:m7 6 Un:m7
eQn +3 on + 3n 1On+3
Ty =y 8 tn= o 9. = oy
(e" +5)° 4.9n — gn+l n 4 32n+1
In(n?+1 1 2
10.un=(+1); 11. u, = V02 +1—n; 12, uy, = <n2+)0" ;
n n
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TD 15 : Suites réelles et complexes

13. u, = 34", doun ={7) 15. un = o503
—nl
16. u, = 3vn2+1—5n; 17 up =vVn2+n+1—vVnZ+1; 18.%:71 nnn;
n+lInn
a™ —b"
19. Up = m 3 20. Uy = nl/ln(n).
Exercice 15.7. 1. Déterminer la limite de la suite u de terme général u,, = (14 2")%.

2. On veut généraliser la question précédente. Soit (a,b) € (R4 )?. On consideére la suite u définie pour tout n € N
par u, = (a™ 4 b™)=. Montrer que hIJIrl u, = max(a,b).
n——+00

Exercice 15.8. Déterminer si les suites dont les termes généraux sont donnés ci-apres convergent, et préciser le cas
échéant leur limite.

1424 +n
=Tz

1434437

3 ; 3. u,=1+2"14... 427"

1. u, 2. u,

n

Exercice 15.9. Soit u une suite d’entiers. On suppose que u converge. Montrer que u est constante & partir d’un
certain rang.

Exercice 15.10. Pour tout n € N, on pose u,, = cos(n) et v, = sin(n).
1. Pour tout entier n, exprimer u, 1 et v,41 en fonction de wu,, v,, u; et v.

2. On suppose que les suites (un)nen €t (Vn)nen convergent respectivement vers x et y. Déterminer alors leurs
limites x et y.

3. En déduire qu’elles sont toutes deux divergentes.

1
Exercice 15.11 (Suite de Césaro). Soit (u,,)nen+ une suite réelle. On pose pour tout n € N*, v,, = —(u1+us+---+uy).
n

1. Montrer que si la suite (u,)nen est monotone, alors la suite (vy,)nen est monotone et de méme monotonie que la
suite (Un)neN-

2. Montrer que si la suite (uy,)nen+ converge vers 0 alors la suite (vy,)nen converge vers 0.

3. Montrer que si la suite (u,)nen+ converge vers £ € R alors la suite (v, )nen converge vers /.

4. Donner un exemple ot la suite (vy, )pen« converge mais ot la suite (uy,)nen~ diverge.

Théoremes d’existence d’une limite

Exercice 15.12. Dans chacun des cas suivants, déterminer si elle existe la limite de la suite de terme général wu,,.

1. un:n—l—(—l)”\/ﬁ; 2. un:Zﬁ; 3. un:fzk!; 4. Un:*l\/ﬁj;
p=1 (n+p) TL' k=1 n
3 n
1 1 — (=" 243
5. UHZM§ 6. up,=\{-+-— ; 7. Un:u; 8. un:w§
n? 2 n n—l—(—l)" n+1
1
9. un:n+2sin(n2); 10. unZ(lnn)l/”; 11. u, = 2n+ (=1)"n; 19. un:—ng,
n

Exercice 15.13. Le but de ’exercice est de déterminer la limite de la suite v de terme général
i k
k=1

2
x
. Démontrer que pour tout réel v > 0, v — > <Iln(l+2z) <z

1
2. En déduire un encadrement du terme In(u,,), ou n € N*.

3. Montrer que la suite de terme général In(u,) converge et déterminer sa limite.
4

. Conclure.
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TD 15 : Suites réelles et complexes

Exercice 15.14. Soit une suite réelle (u,)nen vérifiant la propriété suivante :
Ja>0,YneN, upt1 —up = a.

Montrer que lim wu,, = +00.
n—-—400

Exercice 15.15. Soient u et v deux suites de nombres réels appartenant & [0; 1] telles que la suite uv converge vers
1. Montrer que les suites u et v convergent également vers 1. On pourra chercher a utiliser le théoréme des gendarmes
apres avoir encadré la suite u.

Exercice 15.16 (Caractérisation séquentielle de la borne supérieure). 1. Soit A une partie bornée de R, soit M
un réel. Montrer que M est la borne supérieure de A si et seulement si M est un majorant et s’il existe une suite
(tun)nen d’éléments de A qui converge vers M.

2p

2. On considére A = {
2pg+3

: (p,q) € (N*)Q}. Déterminer la borne supérieure de A.

n
Exercice 15.17. La suite de terme général u,, = cos (f) admet-elle une limite ?

Exercice 15.18. Soit u une suite réelle.
1. On suppose que les suites extraites (ugn)nen €t (Uan+1)nen convergent. La suite u converge t-elle ?

2. On suppose que les suites extraites (U2, )nen €t (U2n+1)nen convergent vers une méme limite. La suite u converge
t-elle ?

3. On suppose que les suites extraites (uon)neN, (U2n+1)nen €t (usn)nen convergent. La suite u converge t-elle ?

Exercice 15.19. 1. Justifier que si une suite (x,)nen est convergente, alors la suite (z2, — Tn)nen converge vers 0.

n
1
2. On introduit (Sy,)nen+ définie pour tout n € N* par S, = Z T Mountrer que (Sy,)nen+ est divergente.
k=1

Exercice 15.20. Montrer que les suites (Sp)nens €t (T )nen+ dont les termes généraux sont définis pour tout n > 1
par :

n—1
1 1
S, =1 et T,=5,+—
+ k; RPhin? © T3
sont adjacentes.
51
Exercice 15.21. 1. Montrer que les suites (up)nen+ €t (Up)nen+ définies pour tout n € N* par u, = o et
k=0 "

1 .
vp = up + —= sont adjacentes.

n(n!)

2. Montrer la limite commune de (up,)nen+ €t (Un)nen+ est irrationnelle.

Exercice 15.22. Montrer que la suite s de terme général
n k
-1
_——
k=1

converge. On pourra montrer que les suites extraites (So,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.

n
Exercice 15.23. Pour tout n € N*, on pose u, = Z =k Montrons de deux maniéres différentes que la suite (uy,)nen
k=1
converge.
1. Méthode 1 : avec des inégalités.

(a) Montrer que la suite (u,)n,en+ est strictement croissante.
1 1 1
(b) Montrer que pour tout k = 2, on a 72 < 1% En déduire une majoration de la suite (wy,)nen+-

(c) Démontrer que la suite (uy,)nen+ €st convergente et donner un encadrement simple de sa limite.
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1
2. Méthode 2 : avec des suites adjacentes. Pour tout n € N*, on pose v,, = u, + —. Montrer que les suites
n
(un) et (v,) sont adjacentes.
Exercice 15.24. 1. On considére la suite u définie par ug = 2 et pour tout n € N, w41 = u, + €74,
(a) Déterminer le sens de variation de w.
(b) En déduire que u admet une limite. Montrer par I’absurde que u diverge vers +ao.
1
2. On considere la suite u définie par ug = 3 et pour tout n € N, up11 = up + —.
n
(a) Montrer que pour tout n € N, u, > 0 et en déduire le sens de variation de u.
(b) Justifier que u admet une limite et déterminer celle-ci.
U
3. On considere la suite v définie par ug = 3 et pour tout n € N, u,, 41 = n 5 - Déterminer que la suite u converge

1+ uz
et préciser sa limite.

Exercice 15.25. Soit (un)nen une suite bornée de nombres réels vérifiant, pour tout entier naturel n,

2un+1 < Un 42 + Un.

On introduit la suite v de terme général

Up = Up41 — Un-

Le but de I'exercice est de montrer que la suite v converge vers 0.

1.
2.
3.

Traduire le fait que la suite u est bornée.
Montrer que la suite v est majorée et croissante. Elle converge donc vers un nombre réel, que nous noterons /.
Dans cette question, on suppose ¢ > 0.

(a) Montrer que v, = 0 au dela d’un certain rang.

(b) En déduire que la suite u est croissante au dela d’un certain rang.

(c) Que peut-on en déduire pour la suite u ?

(d) Mountrer que l'on aboutit & une contradiction.

Dans cette question, on suppose ¢ < 0. En suivant le méme raisonnement que précédemment, montrer qu’il y a
contradiction.

. Conclure.

Suites implicites

Exercice 15.26. Soit f la fonction définie sur Ry par f(z) = 2% + 22 + 2 — 1.

1.
2.

Dresser le tableau de variations de la fonction f.
Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle a préciser. On notera f I’application bijective ainsi
obtenue.

Etablir le tableau de variations de la fonction réciproque f 1 de f .

~

4. Montrer que, pour tout entier n > 1, I’équation f(x) = n admet une unique solution. On note u,, cette solution.

5.

Etudier les variations et la limite de (u,,).

Exercice 15.27. Introduisons f : x —— e® 4+ x définie sur R.

1

. Montrer que, pour tout entier naturel n, ’équation f(z) = n posséde une unique solution réelle. On notera x,,

cette solution.

2. Montrer que la suite (z,,)nen ainsi définie est monotone.

3. En déduire que (2, )nen admet une limite, puis déterminer celle-ci.

Exercice 15.28. On considére ’équation (E,) : 2" — 2z — 1 = 0, o n > 2. On introduit, pour n € N, la fonction

fn

zr—— " —x— 1.

1. Montrer que pour n > 2, (E,) admet une unique solution dans I'intervalle [1; 400[; on note z,, cette solution.

2. Soit n = 2.

(a) Donner le signe de la fonction © — f,,11(x) — fn(z) sur [1; +o0].

47
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(b) Rappeler la valeur de f,(z,). En déduire le signe de fp,4+1(2n)-
(c) Rappeler la valeur de f,,11(2,+1). En déduire le sens de variation de (x,)n>2.
3. Montrer que (2, )n>2 est convergente. On note ¢ sa limite.

4. En remarquant que pour tout n > 2, x,, = (1 + xn)le, montrer que ¢ = 1.

Exercice 15.29. Pour tout z € ]0; +00[ et tout n € N, on pose ¢, (z) =z — In(z) — n.
1. Soit z € ]0; 4o0[ fixé. Montrer que la suite (¢, (x))nen est décroissante.
2. Soit n > 2 fixé. Montrer que 1’équation ¢, (z) = 0 admet exactement deux solutions notées z,, et y, telles que
xn €)0; 1] et y, €]1; +oo].
3. En utilisant la question 1. et le sens de variation de ¢,1, comparer ¢, 11(Zy) et ni1(znt1). En déduire que
la suite (z,,)n>2 est décroissante.

4. Montrer que (z,)n>2 converge vers 0.

Exercice 15.30. 1. Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, I’équation =" = nx — 1 admet
une unique solution sur [0; 1], que l'on notera w,,.

n

™) converge vers 0.

2. Soit (vy,) une suite décroissante d’éléments de [0; 1[ qui converge. Montrer que (v

3. Prouver que la suite u ainsi définie est monotone et déterminer la valeur de sa limite.

Suites complexes
Exercice 156.31. Soit u la suite définie par ug = —1 et pour tout n € N,
Upt1 = WUy + 20.

Déterminer le terme général de u et, si elle existe, sa limite.

1
Exercice 15.32. Soit (a,b) € R? et (u,)nen la suite définie par ug = a + ib et pour tout n € N, 1,41 = E(Sun + 2uy,).
Cette suite est-elle convergente, et si oui, quelle est sa limite ?

Exercice 15.33. On considere les suites réelles (z,,) et (y,) définies par o = 1 et yo = 1, et pour tout n € N,

1 1 1 1

mn+1==§xn4-§yn et yn+1=-—§wn%-§yw

Montrer que la suite (z,) définie pour tout n € N par z,, = x,, + iy, est une suite géométrique dont on précisera la
raison.

En déduire la convergence de (x,,) et (yy).

Exercice 15.34. Déterminer, si elles existent, les limites des suites de terme général :

n+1 4n? +5 1—4 \" 1\ .,
1. n = —-n . . 2. n = - : 3. = 1 - 7,7”\'/3;
= © —i—nJr\/ﬁ—i_Z 2n?2 —n’ : (11\/§> ‘ ( +”)e

1 7"7/2 ) ) . n
4. z, = (1 + > et /3 ; 5. zp=(n+1) el(2+%) ; 6. z,= <1 + 7,7T>
n n

Exercice 15.35. On considere la suite z de nombres complexes définie par la donnée de zy € C et par la relation de
récurrence
VneN, 2,41 =22, —7Z,.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur zy pour que la suite z converge.
Exercice 15.36. On définit la suite complexe (2, )nen par 2o € C et
1
VneN, zp41= 5(2:“ + |zn|)-

1. Etudier cette suite lorsque zg est un réel négatif

2. Etudier cette suite lorsque zy est un réel positif
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3. Montrer que si zg est un nombre complexe non réel, alors pour tout n € N, z, est un nombre complexe non réel.
4. On suppose désormais que z est un complexe non réel. On pose, pour tout n € N, z, = r,e? ot r, €0; +o0]
et 0, € ]—m; 7]\ {0}.
(a) Montrer que la suite (6,,)nen est géométrique. Préciser sa raison et exprimer son terme général en fonction
de n et 6.

n
6
(b) Montrer que pour tout n € N, r, =g 1—[ oS (22)
k=1

0
(c) Pour tout n € N, on pose w,, = 2"r, sin (22) Montrer que la suite (wy)nen est constante. En déduire

I’expression de r, en fonction de n.

sin 6
(d) Montrer que la suite (z,)nen converge vers le réel rg 2 9.
0

Suites usuelles

Exercice 156.37. Déterminer le terme général de la suite réelle u définie par :

1. ug =0 et pour tout n € N, up41 = %u” + 2.

2. ug =1 et pour tout ne N, u, 1 = u?" —1.

3. ug =5 et pour tout n € N, up41 = 3u, — 2.

4. uy = 10 et pour tout n € N, up41 = —u, + 4.

5. up = 3, up =4 et pour tout n € N, U2 = Upt1 + 6uyp,.

6. up =2, u; = 3 et pour tout n € N, up12 = 3upt1 — 2Up.

7. up =1, uy =2 et pour tout n € N, w42 = Sy — 6Uy,.

8. up =1, u; =2 et pour tout n € N, up12 = 6up11 — uyp.

9. up =1, uy =0 et pour tout n € N, Upt2 = tUpt1 — iun
10. ug =0, u; =1 et pour tout n € N, up42 = Upt1 — %Un

11. ug = 1, ug = 0 et pour tout n € N, upyo + unt1 + u, = 0. Montrer qu’on peut écrire le terme général sous la
forme u,, = Acos(nf + ¢), ot A, 0 et ¢ sont des réels & préciser. Montrer que u est périodique de période 3.

12. ug =1, u; =0 et pour tout n € N, upqo = dupy1 — 4du,.

13. ug =1, uy =2 et pour tout n € N, upy2 = —2up41 — 4uy,.
14. ug =1, u; =1 et pour tout n € N, upyo = —upy1 — 4duy,.
1
15. ug =1, u; = 2 et pour tout n € N, upyo = fzun.
Exercice 15.38. 1. Déterminer le terme général des suites définies par :

(a) ug =2 et pour tout n € N, u,y1 = 3u, — 1.
(b) vo =1 et pour tout n € N, v, 11 = 4v3.
(c) wo =0, w; =2 et pour tout n € N, w19 = 6wy 41 — Ywy,.
(d) ro =2, r1 =3 et pour tout n € N, ry40 = 61,41 — 81y + 2.
n n
2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Calculer Z uy, et Z Tk.
k=2 k=3

Exercice 15.39. On consideére les suites (uy,)nen €t (vn)nen définies par leurs premiers termes ug € R et vp € R et les

relations :
1
Upat1 = 7 (Up + vy,
Vn e N, { 1 f( )
1

1. Donner l'expression des termes généraux de (u, — Upn)neN €t (Un + Un )neN-

2. En déduire I'expression des termes généraux u,, et v, pour tout n € N.
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Exercice 15.40. On note E I'ensemble des suites réelles v vérifiant la relation de récurrence
VneN, upto=2uUpt1 + Suy + 9n2.

1. Montrer que E contient une suite de la forme (an? + bn + ¢)qen, avec (a,b, c) € R3.
2. En déduire 'expression du terme général d’une suite d’éléments de E.

3. Montrer qu’il existe une unique suite v dans F vérifiant uy = 0 et u; = 1, et donner ’expression de son terme
général.
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