TD 12 : Ensembles et applications

TD 12 ENSEMBLES ET
APPLICATIONS

Ensembles

Exercice 12.1. Soit E = {a,b, ¢} un ensemble. Parmi les assertions suivantes, lesquelles n’ont pas de sens ? Lesquelles
sont vraies ?

(a) ae F; (b)ac E; (¢) ae P(E); (d)ac P(E);
(e) {a} € E; (f) {a} = E; (8) {a} e P(E); (h) {a} = P(E);
(i) e FE; () o9 cE; (k) @ e P(E); 1) o cP(E);
(m){@} € P(E); (n) {@} = P(E); (o) {@} e P(P(E)).

Exercice 12.2. Introduisons les ensembles :
A={2k :keZ}, B={neN|n=0[2}, C=¢g, D={zeR|z’=da}, E={neZ|e? =1}.
Enoncer toutes les relations d’inclusion existant entre ces différents ensembles.

Exercice 12.3. Montrer les égalités ou les inclusions d’ensembles suivantes :
.{zeC||lz=1|=|z4+1|} ={z € C| Re(z) = 0};
R_={zeR|VyeRy, z<y};

.{zeR|2? =42 -2} c Ry ;

{(z,y)eR?*| HteR, z=In(t) ety =t —1} < {(z,y) e R?*| z < y};
{(1+2t,2—¢t,—1+3t) : te R} < {(z,y,2) eR?¥| 20+ y — 2 = 5};

Ay eR* |4z —y=1} ={(t+1,4t+3) : te R}.
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Exercice 12.4. On considére

o R B R . 2 o R I R . 2
E—{ t s Aet 4 Be-t .(A,B)GR} et F_{ ¢ Ach(t) + Bsh(t .(A,B)ER}.

Montrer par double inclusion que ces deux ensembles sont égaux.

Exercice 12.5. Pour chaque question, montrer que les ensembles F et F' sont égaux.
1. E = {z+— Acos(z) + Bsin(z) : (A, B) € R*} et F = {x —> Acos(—z) + Bsin(—z) : (A, B) € R?}.
2. E= {x — Acos(z)+ Bsin(z) : (4,B) € R2} et F' = {:I: —> Acos(x+ B) : (A,B) € RQ}.

Exercice 12.6. 1. Montrer quel'ensemble E = {z € C| Z(z — 1) = 2%(Z — 1)} est inclus dans I'ensemble F = {0} U U.

T T
2. Soit z € U. Posons 6 'argument de z appartenant a |— ; 7]. Montrer que z € E si et seulement si 6 € {—5, 0, 5}

3. Déterminer en extension ’ensemble E.

) T 37 s
Exercice 12.7. Prouver que : I&JZ]—ZL + k7 i + kw[ = R\{_Z +kr: ke Z} :

Exercice 12.8. Déterminer les ensembles suivants sous forme d’intervalle (on démontrera bien sir les conjectures
faites).

L A={][0;H]; 2. B= ) [O;H; 3. C= U]O;H.
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Exercice 12.9. Prouver que : U]—W + km; 3m + kﬂ[ = R\{—z +kmw ke Z} )
et 4 4 4

Exercice 12.10. Soit n > 3 un entier. On consideére un jeu de 32 cartes et on tire n cartes avec remise. On note, pour
tout k € [1,n], Ri Uensemble des tirages olt on obtient un roi au k-iéme tirage.

Ecrire les ensembles suivants uniquement avec Ry, ..., R, (on pourra ne pas utiliser tous ces ensembles; on pourra
utiliser des unions, des intersections, des complémentaires...). Soit j € [1,n].

1. A : I'ensemble des tirages ou on obtient des rois aux trois premiers tirages.
Bj : 'ensemble des tirages ou on obtient des rois aux j premiers tirages.

C : I’ensemble des tirages ou on n’obtient que des rois.

D : I'ensemble des tirages ou on n’obtient aucun roi.

. E : Tensemble des tirages ou le premier roi obtenu arrive au deuxieéme tirage.

F} : I'ensemble des tirages ou le premier roi arrive au j-ieme tirage.

N oo

. G : 'ensemble des tirages ol on a obtenu au moins un roi.

Exercice 12.11. On lance indéfiniment un dé et on note E I’ensemble des tirages possibles. Pour tout entier k& > 1,
on note Ay l'ensemble des tirages ou le dé tombe sur 6 au k-iéme tirage.

On note, pour tout k € N*, By ’ensemble des tirages ou le dé tombe pour la premiere fois sur 6 au k-iéme tirage. On
note By, I'ensemble des tirages ou le dé ne tombe jamais sur 6.

1. Justifier que {41, As,...} = {4, }jeN* n’est pas une partition de E.
2. Justifier que {B; }jeN* n’est pas une partition de E.

3. Montrer que {B;} U {By} est une partition de F.

jEN*
Exercice 12.12. Décrire ensemble P(P({1})).

Exercice 12.13. 1. Décrire les ensembles P({1,2,3}) et P({1,2,3,4}).

2. Conjecturer le nombre d’éléments de ’ensemble P([1,n]) pour un entier naturel n fixé.

Exercice 12.14. Le but de l'exercice est de déterminer I’ensemble £ des applications f définies sur N a valeurs dans
N vérifiant pour tout (n,m) € N2,
fn+m) = f(n)f(m).
1. Soit fe€&.
(a) Montrer que f(0) € {0,1}.
(b) Supposons f(0) = 0. Montrer que f = 0.
(c) Supposons f(0) = 1. Posons a = f(1). Montrer que f(n) = a™ pour tout n € N.
(d) Quelle inclusion d’ensemble a-t-on établie ?

2. Conclure.

Exercice 12.15. Soit A, B et C trois parties d'un ensemble F.
1. Montrer que A < B si et seulement si Au B =B
2. Montrer que si Au B=BnC,alors Ac Bc C.

Applications

Exercice 12.16. L’application x — 2z est-elle injective, surjective, bijective de R dans R 7 Est-elle injective, surjective,
bijective de N dans N 7

Exercice 12.17. On considere lapplication f: C — C

z —> €
1. L’application f ainsi définie est-elle injective 7 surjective ?
2. Déterminer et représenter dans le plan de Cauchy I'image réciproque de U par f.

3. Déterminer et représenter dans le plan de Cauchy I'image directe de ’ensemble A = {x + z% T E R} par f.
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Exercice 12.18. L’application f : N2 — N est-elle injective, surjective, bijective 7
(n,m) — n+m

Exercice 12.19. Soit f: N — Z
n o n/2 si n est pair
—(n+1)/2 sinon
1. Justifier que f est bien définie (ce qui signifie que pour tout n € N, f(n) € Z ici).
2. Montrer que f est bijective.

Exercice 12.20. On considére application u de 'ensemble F dans I’ensemble F', une partie A de E et une partie B
de F'. Déterminer les ensembles u(A), u=1(B), u= (u(A)) et u(u=t(B)).

Exercice 12.21. On considere f : N — N , ainsi que A = [0,10], B l'ensemble des entiers pairs, C
n — 2n+1
I'ensemble des entiers impairs, D = {0,1,2} et E = {4k +1 : ke N}.

1. Déterminer 'image directe par f des ensembles A, D et N.
2. Déterminer I'image réciproque par f des ensembles D, FE et N.

3. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 12.22. On considére application f: N — N , ainsi que A = [[0,9], B
(n/2)? si  n est pair
(n—1)/2 si n est impair
Pensemble des entiers pairs, C' 'ensemble des entiers impairs, D = {0, 1,2} et E 'ensemble des carrés parfaits.
1. Déterminer I'image par f des ensembles A, B et C.
2. Déterminer 'image réciproque par f des ensembles D, E et N.

3. f est-elle injective ? surjective ?

Exercice 12.23. On introduit I'application f: R — R .
xr — z?4+4x+1

1. Montrer que f réalise une bijection de [—2; 40| sur son image et déterminer application réciproque associée.
2. Déterminer £(1=3; 0]), £~ ({1}), F-({~4}) et £~1([0: 1.
Exercice 12.24. On considere la fonction f: C\{l} — C .
zZ+1
z—1

z —>

1. Montrer que pour tout C\{1}, f(z) # 1.
2. Déterminer ’ensemble f(iR).

3. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
Exercice 12.25. On considere I'application f: R} — R

"(5)
r +=—— s\ —
xT

1. L’application f est-elle injective, surjective, bijective ?
2. Déterminer f~1({0}).
3. Déterminer f(]0; 1]).
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Exercice 12.26. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives 7 Lorsque celle-ci existe, déter-
miner I'application réciproque.

1. fi: [-1;1] — [-1;1] ; 2. fo: R} — R? ;
o 2w (2.9,2) — Baty+za+22)
x2+1
3. fs: R* — R? ;o 4l fa R? — R? ;
(@, y,2) — Brt+y+2zr+2z,2+y-—2) (x,y) — (—y2r+yx+y)
5 fs: C\{0} — U ; 6. fo: C\{2¢} — C
z z+1
Zz —> — 2 —
|2l Z—2i
Exercice 12.27. Soit w € C\U. On considére l'application f: U — U
1+ wz

1. Montrer que f est bien définie, c’est-a-dire que pour tout z € U, l'expression f(z) est correctement définie et
appartient a U.

2. Montrer que f est bijective, et déterminer son application réciproque.

Exercice 12.28. Pour chacune des applications suivantes, déterminer si elle est injective, surjective et donner, si
possible, une description de son image par équations.

1. f1: R2 — R ;
(z,y) — 3z +4y

2. fo: R® — R* :
(x,y,2) — (z+y+2z,24+y+22x+2y+23c+3y+32)
3. fy: RY — R? :
(x,y,2,t) — (x+y+t,xat+y+2t,z+2)
4. f42 R3 e R4

(Jf,y,Z) — (x+y—z7m+y_zam_yax_y)

Exercice 12.29. 1. Montrer que 'application f : R?2 — R? est bijective. Déterminer son appli-

(,y) — (z+y,z—y)
cation réciproque.

2. Déterminer I'image réciproque par f de E = {(u, v) € R? ’ u = v}.

Exercice 12.30. Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F'.
1. Justifier que f~1(F) = E.
2. A-t-on nécessairement f(E) = F 7 Si oui, le démontrer. Si non, quelle propriété doit vérifier f pour que cette
égalité soit vraie?
Exercice 12.31. Soit F et F' deux ensembles, f une application de E dans F.
1. Soit A, B deux parties de E. Montrer que f(AuB) = f(A)uf(B). Que dire de l'assertion f(A n B) = f(A) n f(B)?
2. Soit A, B deux parties de F. Montrer que f~}(Au B) = f~1(A) u f}(B). Que dire de l'assertion f~*(An B) =
fHA) n (B ?
Exercice 12.32. Soit E, F, G trois ensembles, f une application de F dans F' et g une application de F dans G et h
une application de G dans E. Montrer que :
1. si go f est injective, alors f est injective;
si g o f est surjective, alors g est surjective;
si g o f est injective et f est surjective, alors g est injective;
si g o f est surjective et g est injective, alors f est surjective;

Sk wN

si hogo f=1Idg, alors f est injective et h est surjective.

Exercice 12.33. Soit A une partie d'un ensemble E, B une partie d’un ensemble F' et f une application de E dans
F.

Montrer que A = f~(f(A)) et donner un exemple pour lequel A # f=1(f(A)).

Montrer que si f est injective alors A = f~1(f(A)).

Montrer que f(f~(B)) < B et donner un exemple pour lequel f(f~(B)) # B.

Montrer que si f est surjective alors f(f~1(B)) = B

oW b=
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