TD 10 : Primitives et intégrales

TD 10 PRIMITIVES ET
INTEGRALES

Calcul de primitives « simples »

Exercice 10.1. Calculez une primitive des fonctions suivantes sur les intervalles indiqués.

Cet exercice ne nécessite ni intégration par parties, ni changement de variable.

1. fi1:t—2t24+3t+1 surR; 2. fo:rt— (t+ 1)Vt sur J0; +o0];
(1+1)2 .
3. f3:t—> W sur ]0; +ool; 4. fy:t+—— sin(t) exp(cos(t) +1/2) sur R;
1
5. f5:t'—>tln(t) sur J0; 1[ puis |1; +oo[; 6. fg:t—sin*(t) surR;
7. fr:t—— cos®(t)sin(t) sur R; 8. fs:t+— cos(3t)sin(2t) sur R;
. et . . . t .
9. fg.t'—>m sur |—oo; 0[; 10.f10.t+—>m sur R;
1
11. f11 s W sur ]O, +w[, 12. f12 it exp(3t) COS(Qt) sur R,
. 1’ . . xz .
13. flg.x%’m sur R, 14. f14.l'*—>1—~_7x2 sur R,
2t+3 x
15. s 25 3; 16. T — 3;+00[;
f15 2516 sur ]2 3[; IR PR sur | — 3; +00[;
17. f 2 R 18. f i J—c0; —2
. x> ————— sur R; . P sur |—oo; —2[;
17 ZC2+£L'+1 b 18 $2—4 Y Y
323 + 1 5 _3z+1
19. fig: x s sur |—oo; 1[; 20. foq 1 x —> rosrt sur R.

}—)x2+2m+1 224224+ 2

Exercice 10.2. Trouver une primitive de chacune des fonctions suivantes sur 'intervalle indiqué.

2
1
1. fi:z+—— xsin(32®2+1) sur R; 2. fzzx%m sur ]0; +o0[;
I L _r.r. Cr e in(2))3 -2 2]
3. f3:x s sur} 5 2{, 4. fy:x cos(z)(1 +sin(x))® sur 555
9 3 Inx
5. fs:xz+— z?exp(z’) sur R; 6. fo:x+— — sur |0; +oo[;
x
7. f7:x»—>ﬁ sur |1; +ool; 8. fs:x—> tan®(z) 4 sin®(z) sur}—g;g[;
9. fg:x»—>1_iﬁ sur R; 10. fi0 : x —> cos*(z) sur R;
11. f ! R 12. f ! ]—1; 0[
. cx+— —— sur R; . fx— ——— sur |—1;0[;
1 3+ a2 - do(—1—2)
13. f 2 R 14. f ! R
. ix— ——————  sur R; . DX — sur R;
13 22+ 42+ 6 ’ 1 ch(z)
1
15. f15 : ¢ —> sin(2z)e* sur R; 16. fig: @ sur R ;

x4+ z(lnx)?
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sin(2x) 1 v
17. i ———— sur R: 18. r— sur}O;f[;
Uy 1+ cos?(x) frs cos?(x)4/tan(z) 2
2 . cos(3x) ™
19. fi9 : © —> cos?(2z) sin(3z) sur R; 20. fop : T —> ———=—  sUr }0; Z [;
sin(3z) 3
3z+1 o2 1 1
21. fo1 : x —> e’*Tlcos*(x) sur R; 22, fooix—> ———— sur |—; 4+00|;
z4/In(x) + 1 e
3 4 2
23. f23 T T sur R; 24. f24 L — ————————  Sur ]27 3[

'—)7]_4»;52

Exercice 10.3. Calculer simultanément les intégrales

I JI cos(t) dt ot = J‘X sin(t) dt
~ Jo sin(t) + cos(t) ~ Jo sin(t) + cos(t)’
en calculant leur somme et leur différence.

1

Exercice 10.4. On considére f:z +— ——.
sin(x)

1. Déterminer une primitive F' de f sur ]0; =|[.

2. Pour tout k € Z, déterminer une primitive de f sur |kr; © + kn[.

Intégration par parties

Exercice 10.5. En intégrant par parties, calculer les intégrales suivantes.

1 z 1
1. I = f te dt; 2. I,= f t2 cos(2t) dt ; 3. I3= J Arctan(t) dt;
-1 0 0
4. I 1 1+ t)e* d 5 1 ! ! 6. I %A d
. = t t; . = _—; . = sin(t) dt ;
4 L (1+4+1t%)e ; 5 L o2 (D) dt 6 L resin(t) di ;
3 1 /2
1
7. I, = J n(Qx) dzx; 8. Ig= J t? exp(t) dt; 9. Iy= J tsin(t) dt;
1 T 0 0
2 1 1
10. I;g = J (In(x))? dx ; 11. I, = f x Arctan(z) dx; 12. [15 = J (t + 1) ch(t) dt.
1 0 0

Exercice 10.6. Soit a € R*. Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1. g1:t—t*In(t) sur J0; 4o0f; 2. go:it— (2 +t+1)e surR;
3. g3:t+—— (2 +t)sin(at) sur R.

Exercice 10.7. Calculer la primitive sur R qui s’annule en 0 de la fonction
[t —> tel cos(2t).

Exercice 10.8. En intégrant deux fois par parties, calculer la valeur de I'intégrale suivante.

exp(m)
I= f sin(In(x)) da.
1

Exercice 10.9 (Intégrales de Wallis). Pour tout entier naturel n, on pose

[SE]

I, = f sin™(z) dz.

0

1. Calculer I et I4.
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2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. En effectuant une intégration par parties, montrer que

3. En déduire que pour tout entier naturel p, Iz, = 5W
1

Exercice 10.10. Pour tout couple d’entiers naturels (p, q), on pose I(;, o) = f tP(1 —t)?de.
0

1. Montrer que pour tout (p,q) € N x N*, I, ,y = %I(p—&-l,q—l)'
p

P plq!
2. En déduire que pour tout (p,q) € N2, I =
que p (p.9) e P
q k
-1 lq!
3. Démontrer enfin que pour tout (p,q) € N2, Z <Z> » :_ k)—ﬁ— 1 = > +pqq+ O

k=0

Changement de variable

Exercice 10.11. Effectuer les changements de variable indiqués dans les intégrales suivantes. On ne demande pas de
calculer l'intégrale obtenue.

3 2
1. J.l ch(z? —1)dz (z=t—1); 2. fo z3cos(x?)dz  (y = 2?);

4 3
3. J.l sin(vt)dt  (u=+1); 4. f ) chl du (x =exp(u));

* exp(x 1/2
5. J; 7 I—)l—(x) dz (z=In(u)); f dx (z = cos(u));

1 T 5/2 )
7. L T dz (u=+Vz+1); 8. L/2 m dz (2 =2+sin(t)).

Exercice 10.12. En utilisant les changements de variables indiqués, calculer les intégrales suivantes.

2
Int
I = —dt en posantu:\/%;

v
1

I = f V1-—t2dt en posant ¢t = cos(u) ;
0

Iflt ant u =/t
= en posant u = ;

i —
.

L= f T Vi(—t—2)at en posant u = ¢ + 1 puis u = cos(z)
-1

oAt .
I5 = - en posant u = e*;
; et+1

1
IGZJ VA2 — 4t +2de en posant u = 2t — 1 puis u = sh(z);
1
3

1 1— t2

I; = L aroe dt en posant ¢t = tan(u);
/4 T

Ig = J In(1 + tan(z)) dx en posant = 7w
0
sh(1)

Iy = V1+u?du en posant u = sh(z);

—4
T
I = ——dx en posant u = z2;
10 f_ 229 p
1 e2t
L1 = ——dt en posant u = el
1 JO et +1 P
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2

Exercice 10.13. A l'aide de changements de variable, calculer I'intégrale I = J exp(+v/z) dz.
1

Exercice 10.14. A Daide d’un changement de variable, déterminer la primitive sur ]0; +o[ qui s’annule en 1 de la
1

e —1°

fonction x —

Exercice 10.15. 1. Déterminer des nombres réels a, b et ¢ tels que pour tout nombre réel z distinct de —7,

1 _a +bx+c
(T+2)(1+22) 74+x 1422

2. En posant u = tan(t), calculer I'intégrale suivante :

F dt
o 7-+tan(t)’

Exercice 10.16. A D’aide du changement de variable u = In(t), déterminer une primitive sur R’} de la fonction f
définie par :

f(t) = sin(In(¢)).

Exercice 10.17. A Pl’aide du changement de variable u = cos(2t), déterminer une primitive sur }O; g { de la fonction

f définie par

() = sin(t) cos(t)
~ (tan(t))? + (tan(t)) =2’
Exercice 10.18. 1. Déterminer une primitive sur R’ de la fonction In.

2. A T'aide du changement de variable u = sin(t), déterminer une primitive sur }0; g [ de la fonction f définie par
f(t) = cos(t) In(tan(t)).

Exercice 10.19. Donner une primitive de z — , en précisant sur quel(s) intervalle(s) c’est une primitive.

1
3+ ch(x)

Propriétés de l'intégrale

Exercice 10.20. L’objectif de cet exercice est de déterminer tous les triplets réels («, 8, v) tels que, pour toute fonction
polynomiale réelle P de degré inférieur ou égal a 2, on ait

f P(t)dt = aP(2) + BP(3) + 7 P(4). (10.1)

1. Supposons qu’il existe («, 3,7) tel que tout polynéme P de degré inférieur ou égal a 2 vérifie (10.1).
4 4

z? dz, puis exprimer f 22 dz en fonction de a, § et 7.

(a) Donner la valeur de f
2

2

4 4
(b) Reprendre la question précédente avec J x dx, puis avec J dz.
2 2
doa+98+ 16y = 56/3
(c) Résoudre le systeme 204+38+4y = 6
atf+y = 2

2. Conclure.
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