TD 7 : Fonctions usuelles

TD 7 FONCTIONS USUELLES

Calculs de limites

Exercice 7.1. Soit n € N. Déterminer les limites suivantes :

2 2w 41 T 42
1. lim L; 2. lim i; 3. lim i;
z—>+o 2lny — o z—>+0 ef — 3 z—+o 78 — 1
3 2 3 2
4. lim cos(l/z); 5. lim exp Tt ; 6. lim exp T ;
z—400 z—+00 r+1 T—>—1- z+1
In(z? + 1 241 " 3
7. fim 2D 8. lim (@Y 9. lm _“F3 .
z—+o  2lnx z—0+ 14 a3 a—+o Inx + \/x
In(2”
10. () . 11. lim z°; 12. lim (1 +2)Y/7;
z—+0 x4+ 1 r—0t z—0*t

13, lim @7
z—+o0 ()

Exercice 7.2. 1. Quelle est la limite de I’expression 5% /2% en +o0?
2. On introduit les fonction f : 2 —> 26%) et g : 2 — 5(2%). Etudier la limite de la fonction f/g en 4.

Exercice 7.3. Etudier les limites des fonctions suivantes en +00 et —oo :

ch?(z) + sh?(z) )

1. fiz—> ; 2. g:x+—> 2ch?(x) —sh(2z).

exp(2x)
Etude de fonctions

Exercice 7.4. On introduit la fonction numérique f définie par :
e’ —1
=1 .
fla) =t (1)

2. Montrer que f est dérivable sur son domaine de définition, puis montrer que f’ est dusignede h : x — z—1+e¢
sur R*.

3. Etudier la fonction h ainsi définie et déterminer son signe.

1. Déterminer le domaine définition de f.

—x

4. Dresser le tableau des variations de f, déterminer ses limites, puis tracer rapidement son graphe.

Exercice 7.5. Etudier les fonctions suivantes (domaine de définition, sens de variation, limites, asymptotes éventuelles
et allure de la courbe représentative) :

1 tan(2
1. f1:z+— 2%, 2. foixr— M; 3. f3:x—> an( ac)
x tan(x)

Exercice 7.6. On désigne par n un entier supérieur ou égal a 2 et on consideére les fonctions, notées f,, qui sont
définies pour x appartenant a |0; +oo[ par :

1+ nln(z)
T2

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant :

Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires. Soit a un réel et f une fonction a valeurs réelles définie sur [a; +o0[.
On suppose que f est continue et strictement monotone, et on note ¢ la limite de f en +o0.
Alors, pour tout k € [f(a); £[, 'équation f(x) = k admet une unique solution.

Etude des fonctions f,
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1. Soit z € ]0; +0o[. Calculer f/ (z) et montrer que 'on peut écrire le résultat sous la forme d’un quotient dont le
numérateur est n — 2 — 2nIn(x).

2. Résoudre I’équation f/ () = 0 d’inconnue z réelle. Etudier le signe de f/.
3. Déterminer la limite de f,, aux bornes de son intervalle de définition.
4. Etablir le tableau de variation de la fonction f,, et calculer sa valeur maximale en fonction de n.

Représentation graphique de quelques fonctions f,,. Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O;7,7). On
note %, la courbe représentative de la fonction f,, dans ce repere.

5. Tracer %5 et 463.
6. (a) Soit x €]0; 4oo[. Calculer f,41(z) — fun(z). Cette différence est-elle dépendante de Ientier n?

(b) Expliquer comment il est possible de construire point par point la courbe % a partir de %% et %5.
Etude sur Pintervalle |1; o[ de ’équation f,(z) = 1. Dans toute la suite, on prendra n > 3.
7. (a) Vérifier que o'z > 1.

(b) Vérifier que 'équation f,(z) = 1, d’inconnue z réelle, n’a pas de solution sur Uintervalle } 1; o [

8. Montrer que I’équation f,(z) = 1 admet sur 'intervalle [e% ; —l—oo[ exactement une solution notée a,.

9. On se propose de déterminer la limite de la suite (o).
(a) Calculer f,(y/n) et montrer que, pour n > e?, on a f,(y/n) = 1.
(b) En déduire que, pour n = 9, on a ay, = 4/n et donner la limite de la suite (a,).

On rappelle que e ~ 2,72.

Exercice 7.7. Le but de 'exercice est I’étude de la fonction f définie par :

flz) = (\/1 —sin(2z) ++/1 + Sin(Qm)) D .

1. On introduit la fonction g définie sur R} par g : © — zIn(x). Etablir le tableau des variations de g et déterminer
les limites de g aux bornes de son intervalle de définition.

2. Déterminer le domaine de définition D de f.
3. Vérifier que f est m-périodique. Cette fonction est-elle paire ? impaire ?
4. Montrer que pour tout x € R,
1 —sin(2z) = | cos(x) — sin(x)] et 1+ sin(2z) = | cos(x) + sin(x)|.
™

f[mD,

™ 7r
En déduire que f est constante sur {O; Z} N D et que, pour tout x € [Z’ 2

f(z) = exp(h(4cos®(x))),
ou h représente la fonction définie pour tout z € ]0; 1[ U ]1; 4] par :

h(z) = lnl(;l(x)x)

5. Montrer que f est dérivable sur ]% ; g { N D et exprimer sur cet intervalle la fonction f’ & I’aide de la fonction
n.
. Calculer h'(z) pour tout x € ]0; 1[n]1; 4].

. En utilisant la question 1., déterminer le signe de h’ sur |0; 1[ et sur |1; 2].

. A Daide des résultats précédents, établir le tableau des variations de f (avec les limites) sur } % ; g [ n D.

© 0w N O

. Tracer le plus précisément possible le graphe de f sur [—m; 7| n D.
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Equations et inéquations

Exercice 7.8. Résoudre les équations et inéquations suivante d’inconnue x réelle.

1. (By): In(z—2) = 2In(e — 1) — In(z + 1) 2. (E): %111(337 ) <ln(z+1);
3. (Ey): e 4307 < 4; 4. (By): (2) +Inz) + %m(g) Y
5. (Es): In(2) + In(z) + %111(3) > 4 6. (Es): (exp(a)® = exp(l — 22);
7. (Br): (exp(z))” <exp(l—2x); 8. (Eg): 2o" =37,

9. (Eo): aV® = (yx)*.

Exercice 7.9. Résoudre les équations ou inéquations suivantes, d’inconnue réelle z.

1. (B): In <x . 3) _ %(lnx +n3); 2. (Es): 2Ina+1In(2e — 1) = In(2z +8) + 2In(x — 1)
3. (E3): exp(z) =5+ 6exp(—z) > 0; 4. (E,): exp(3z) — 3exp(2x) + 3exp(z) = 1;

5. (Fs): (22)* = 2@ 6. (Eg): 5ch(z) —4sh(z) = 3;

7. (E7): 87+5 — 53 = 2 x 8+ 4 o1, 8. (Es): %ln(x ~1)+In(z+1)=2InyI+a;

9. (Eo): ch(z) = —2; 10. (Eyo) : ch(z) = 3.

Exercice 7.10. Résoudre les systémes suivants, d’inconnue (x,y) € R?,

J chz+chy = 7 _J chz+shy = 2
(Sl)'{ shz+shy = 5’ (52)'{ shz+shy = 3
Exercice 7.11. 1. Soit y € |]1; +oo[. Montrer que 1’équation ch(z) = y d’inconnue x réelle posséde deux solutions,

ui sont opposées I'une de 'autre. Exprimer la solution positive en fonction de y.
q PP P

2. Soit y € R. Déterminer 'unique solution de 1'équation sh(z) = y.

Formules

Exercice 7.12 ( Trigonométrie hyperbolique). Soit (a,b,z) € R?. Etablir les formules suivantes :

1. ch(a+b) = ch(a)ch(d) + sh(a)sh(d); 2. sh(a + b) = ch(a)sh(b) + sh(a) ch(b);
3. sh(2z) = 2sh(x) ch(z); 4. ch(2z) = ch?®(x) + sh?(z).

Exercice 7.13. Soit x un nombre réel non nul, et n un entier naturel. Le but de I’exercice est le calcul (ou plutét la

simplification) des sommes :
n n

Cp(x) = 2 ch(kz) et Sp = Z sh(kx).

k=0 k=0
1. Rappeler la formule donnant la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison ¢ distincte de 1.

2. En déduire la valeur de :

3. Conclure.

4. Pouvez-vous en déduire une expression de :
Dl kch(kz) et > ksh(kx) ?
k=0 k=0
Exercice 7.14. Soit a,b € R. Pour tout n € N*, calculer

C, = 2 ch(a+kb) et S,=
k=0 k

sh(a + kb).
0

n n
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