TD 5 : Calcul de sommes et de produits

TD 5 CALCUL DE SOMMES ET DE
PRODUITS

Simplification de sommes

Exercice 5.1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Ecrire sans le symbole somme (avec des points de
suspension) les sommes suivantes, puis les calculer :

n 1 "
1. A— Zg, 2. B:Zcos(knr); 3. U= Z(Qp 2p+2>

=0 k=1
4. D=) (2F +(-2)%); 5. E=) 3% 6. F=) 2°%;
k=0 =
n n 1 2n
7. Gzan; 8. H:Zln(l—i—k); 9. I:Zmin(k,n).
k=0 k=1 k=0

Si a,b e R, min(a,b) désigne le plus petit élément entre a et b (donc si a < b, min(a,b) = a et sinon min(a, b) = b).
Exercice 5.2. Soit n € N*. Calculer la somme : S, =n+2(n—1)+3n—-2)+---+(n—1)2+n.

Exercice 5.3. Soit u une suite de nombres complexes et n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Compléter les
égalités suivantes :

n ? n ?
Zuk,gzZuk 2. Zui:Zw
k=2 k=? i=2 i=0
2n ? ? n ?
Z Uk = Z Uk + Z U2k 4-1 4. Z Uk = Z Un4+1—k-
k=1 k=7 k=7 k=1 k=7
2n
Exercice 5.4. Soit n € N. Calculer la somme : S,, = Z (—1)*k2,
k=0
k 2
Exercice 5.5. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, Z =2— n; .
o2
Exercice 5.6. 1. Soit n € N. Montrer que :
ik:n(n—kl) ot ikQZn(n—Fl)@n—i—l).
2 6
k=0 k=0
n n
2. (a) Calculer les valeurs de Z ket Z k® pour n € [1,4]. En déduire une conjecture pour une expression simple
k=0 k=0

n
de 2 k3 pour tout entier naturel n et la démontrer par récurrence.
k=0

(b) En déduire une simplification de S = )" (2k — 1)°.
k=1
Exercice 5.7. Déterminer trois réels a, b et c tels que :

b c
N - - %7
vke N, (kz+1)(k+2) kz+k+1+k 2

= 1
et en déduire la valeur de la somme S, Z it 1) pour tout n e N*.

+2)
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Exercice 5.8. Soit n € N*. Calculer S = Z k x k!
k=1

Exercice 5.9. On considére la suite (u,) définie par ug =1 et pour tout n € N, u, 41 = 2u, + n(n — 1)2™.

. n
Pour tout entier naturel n, on pose v, =

g.
n(n—1
1. Montrer que, pour tout n € N, v,4+1 = v, + %
n—1
2. Soit n € N. En calculant de deux facons Z (Vk4+1 — V), exprimer v, en fonction de n.
k=0

3. En déduire, pour tout n € N, I'expression de u,,.

Exercice 5.10. Soit z un nombre complexe tel que |z| # 1. Montrer que pour tout entier naturel n,

1 — zntl 1— |Z|n+1
‘ 1—2 1—z|
1 1
Exercice 5.11. Démontrer que pour tout n € N*, Z S <2-—.
k n

k=1

Exercice 5.12. Montrer que pour tout n € N, 327! 4 24742 egt divisible par 7 en utilisant une factorisation.

10 000
1
Exercice 5.13. On se propose de calculer la partie entiere du réel o = Z —.
o vk
1
vn+1

<2(vVn+1—-+/n) <

1. Etablir que, pour tout n € N*,

%

2. En déduire |a].

n—1
Exercice 5.14. Montrer que pour tout nombre réel x, pour tout entier naturel non nul n, Z [x + J = |nx].
n
k=0

1
Exercice 5.15. 1. Montrer que pour tout nombre réel = strictement positif, x + — > 2.
x

2. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, pour tous nombres réels strictement positifs a1, ..., a,,

I WL
i1 i %
Simplification de produits

Exercice 5.16. Soit n € N*. Simplifier les produits suivants.

:ﬂjﬁ; :ﬁO‘) ﬁ@_)

Exercice 5.17. Soit n € N*. Donner une expression sans le symbole H mais avec des factorielles de n(2k +1).
k=1

k3 —1

Exercice 5.18. Pour tout n > 2, on considere le produit P, = Bl
k=2

2 R+ k+1
nn+1) Lk —k+1

1. Démontrer que pour tout n > 2, P, =

2. En déduire une expression simplifiée de P,.
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Coefficients binomiaux et binome de Newton

Exercice 5.19. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Déterminer des expressions simplifiées des coefficients binomiaux

suivants.

n n n n n
L (1), 2 (), . () d (M) s ()
Exercice 5.20. 1. Enoncer la formule du binéme de Newton.

2. Quel est le coefficient du terme 2%y dans le développement de I'expression (22 —y)® (on veut le nombre « devant »
2%y3 quand on développe (2z — y)® avec la formule du binome de Newton) ?

3. Calculer les sommes suivantes, ou n € N et z € [0; 1],

(a) A= kZi:O <Z> ; (b) B = kio <Z> 22" (c) C= kzilo <Z) (1 — )"k,
(0D Z (3) v ©B=Y ("7 0 r= 3 (1)

k=0 k=0
n n n+1 n n+2 n
@ 6= () vt OFEDWHEES W 1= (")
k=2 k=2 k=2
Exercice 5.21. 1. Rappeler la formule du capitaine.

2. Soit n € N. Calculer la somme : Z k (n)
k=0 k

Exercice 5.22. Soit n € N.

1 1
1. Justifier que, pour tout k € [0, n], (Zi 1) = % (Z)

1 /n
2. Calculer la somme : k;() PE (k)

Exercice 5.23. Soit n € N. On consideére la fonction f, définie pour tout = € R par f(z) = (1 + e*)™.
1. Dériver deux fois la fonction f.
2. (a) Pour x € R, écrire f(x) comme une somme.

(b) Dériver deux fois d’une nouvelle maniére f, en utilisant 'expression obtenue & la question 2.(a).

n
n
3. Déduire des deux questions précédentes une simplification de Z k2 ( k:)
k=0

n n
Exercice 5.24. Pour tout n € N*, on pose S,, = Z (Z) et T, = Z (Z) Calculer S,, + T}, et S,, — T),, puis

k=0 k=0
k pair k impair

donner les valeurs de S, et Tj,.

n
. . . , . L, k n+1
Exercice 5.25. Soit m un entier naturel. Démontrer, pour tout entier n > m, I'égalité : Z ( ) = ( >

= \m m—+1

(2 1
Exercice 5.26. Soit n € N*. On pose S,, = Z < n]j >
k=0
1. En effectuant le changement d’indice j = 2n + 1 — k, déterminer une autre expression de .S,.

2. En déduire la valeur de 25,,, puis celle de S,,.

Transformation d’expressions trigonométriques

Exercice 5.27. Soit x € R. Linéariser cos?(x), cos®(x) et sin*(x).
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Exercice 5.28. Soit z € R. Etablir les formules suivantes.

1. sin(4z) = 4cos®(2)sin(x) — 4 cos(z) sin®(x) ; 2. cos(4x) = cos*(x) — 6 cos?(z) sin®(x) + sin’(z).

3
Exercice 5.29. 1. Justifier que cos <17r—0) € [\{7 1].

2. Soit x € R. Exprimer cos(5z) a 'aide de cos(x).

3. En déduire que cos (%) est racine du polynéme 16X% —20X2 + 5.

4. Déterminer la valeur exacte de cos (g)

Exercice 5.30. Calculer la forme trigonométrique du nombre complexe : z = 1 4 €% + ei %5 4 ¢i'5 4 ¢i5 .

Exercice 5.31. Résoudre I’équation d’inconnue réelle x : 1 + cos(x) + cos(2x) + cos(3x) + cos(4x) + cos(5x) = 0.

n

Exercice 5.32. Soit (a,b) € R2. Pour tout n € N, calculer : T}, = Z <Z> cos (ka + (n — k)b).

k=0
Exercice 5.33. Soit n € N fixé.
1. Calculer S;(t) = Z cos(kt) et Sa(t) = Z sin(kt) pour tout ¢ € R.

k=0 k=0

2. En déduire S5(t) = Z ksin(kt) pour tout t € R\ {2k7 : k € Z}.
k=0

n
3. Pour tout t € R, on pose S4(t) = Z cos?(kt). Exprimer Sy en fonction de Sj.
k=0

2k 3

1 k
Exercice 5.34. Pour tout n € N*, calculer S,, = Z —- oS <ﬂ>
k=1

Exercice 5.35. Soit n € N*. On note Sn = Z(—l)k <2n> et T, = Z(—]_)k< 2n ) Ecrire (]_ + 1)271 sous forme
= 2k = 2k +1

trigonométrique et en déduire les valeurs de .S, et T),.

cos(pa)

n
Exercice 5.36. Soit (n,a) € N x R tel que cos(a) # 0. Calculer S,, = Z

cos(a)P’

Sommes doubles

Exercice 5.37. Calculer les sommes suivantes :

1. A= Z 3; 2. B= Z 227, 3. C= Z max(i,j); 4. D= Z (i +5)2.

0<j<i<n 0<i,j<n 0<i,j<n 1<i,j<n

Si a,b e R, max(a, b) désigne le plus grand élément entre a et b (donc si a < b, max(a,b) = b et sinon max(a,b) = a).

n—1 n .

Exercice 5.38. Soit n € N*. Simplifier § = ( 3 Z,).
e\ g
=0 \j=i+1

Exercice 5.39. Soit n € N, on pose S,, = Z Z 27
k=0 j=k
1. Vérifier que S, = n2"+! + 1.

n

2. Démontrer que S,, = Z (5 +1)27.

j=0

3. En déduire que : Z k2F1 = (n —1)2" + 1.

k=1
n 1+1
4. Déterminer alors la valeur de 7T, = Z Z Kokt
i=1k=1
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