TD 2 : Inégalités, équations et inéquations

TD 2 INEGALITES, EQUATIONS
ET INEQUATIONS

Inégalités
Exercice 2.1. Soit x € [1; 2]. Montrer que _ € [0; 1]
1. ; 2]. q e ; 1]
. 9 1
Exercice 2.2. 1. Montrer que pour tout x € R, z° — x + 3 = 0.

2. En déduire que pour tous nombres réels a et b, a + b < (1 + a?)(1 + b?).

2 p2
a”+b
Exercice 2.3. 1. Montrer que pour tous nombres réels a et b, on a ab < ;_ .
2. En déduire que pour tous nombres réels a, b et ¢, on a :
a’ + 0%+ % = ab + ac + be.
Exercice 2.4. 1. Prouver que pour tous nombres réels x et y non simultanément nuls,
_wy L
2 +y? 2
2. Soit (z,y) € (R%)?. Déduire de la question précédente que
T 1

[ < —
zt+y? " 2xy

puis que,
T Y 1

+ < .
i +y? 224yt T oy

a
Exercice 2.5. Soit a et b deux réels strictement positifs. Démontrer que pour tout z € R, — + - > 2
x

a
-

ISR

Exercice 2.6. 1. Etudier le signe de la fonction f définie par f(z) = (222 + 4z + 1) — (z + 2).
2. Démontrer que, pour tout n = 6, 2" +1 > (n + 1)2.

Exercice 2.7. Soit n un entier naturel non nul. Soient ag, ..., a,, b1, ..., b, des nombres réels positifs tels que, pour tout
1 € [1,n], a; < b;. Prouver que :

\/a1+q/a2+...+\/an<\/b1+ \/b2+...+\/bn.

Exercice 2.8 (Inégalité de Bernoulli). 1. Démontrer I'inégalité de Bernoulli :
Ve e[-1,4w[, YneN, (14+2z)" =1+ nz.

2. Quand peut-on préciser cette inégalité par une inégalité stricte ?

Valeur absolue

Exercice 2.9. Ecrire sans valeur absolue, suivant la valeur de z, les expressions suivantes.

1. f(z) =13z —2|; 2. f(z) =12z +4|+|-3z+6]|; 3. f(x)=2[8x—9|—3|z— 5|
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Exercice 2.10. Soit € R. Pour chaque question, trouver une assertion équivalente sous la forme |z —a| < b ou
|x — a| = b, ol a et b sont des réels & déterminer.

1. z€[3;7]; 2. ze[-4;9];

3. ze]-w; —2Jouze[2;+0[; 4. x¢]8; 14].

Exercice 2.11. Représenter graphiquement les ensembles suivants.

1. A={zeR]||z—1|<3}; 2. B={zeR]| |z| <2}; 3. C={zeR||z—-2|>1}.

2 1
Exercice 2.12. Considérons la fonction f définie par f(x) = :c2+ .
x

1. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la distance entre f(x) et 0 est inférieure & 3
2. Soit € > 0. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles la distance entre f(x) et 1 est inférieure a e.

Exercice 2.13. Soit a et b deux réels. On note max(a,b) le plus grand de ces deux nombres et min(a,b) le plus petit.

a+b a—

b
1. Dessiner la droite réelle et y placer les points d’abscisses a, b et . Quelle longueur représente le réel ?

2. A Taide du dessin, conjecturer une expression de max(a,b) et une expression de min(a,b) ne faisant intervenir
a+b a—b
2 2
3. Démontrer cette conjecture.

que

Exercice 2.14. 1. Montrer que pour tout (z,y) € R, \/|x + y| < +/|z] ++/|y].

2. Montrer que pour tout (z,y) € R?, |\/]z] — /|yl| < /|2 + yl.

Exercice 2.15. Pour tout z € R, on pose g(z) = 1 _||fC| B
x

Montrer que pour tous réels x et y, on a g(z +y) < g(x) + g(y).

Equations, inéquations

Exercice 2.16 (/néquations sous forme de quotient). Résoudre les inéquations suivantes, d’inconnue z réelle.

1.
z+1 <0; 9. 3x 420; 3. 3T 17< ;
—x+6 2x+ 3 8z + 3
—4 2 —1)2 1
T, I 6. WU+
z+8 2—-1" z-1 z+4

Exercice 2.17. On cherche a résoudre I’équation
2t + 83 4+ 222 +8x+1=0

d’inconnue z réelle.
1. Soit  # 0. Justifier que

8§ 1
at+8% + 207 +8r+1=0«=2"+8x+2+ -+ — =0.
x T
. 1, 2 .
2. Soit  # 0. On pose u = x + —. Développer u* en fonction de z.
x
3. Résoudre I'équation z* + 822 + 222 4+ 8z + 1 = 0, d’inconnue z réelle.
Exercice 2.18. Pour tout m réel, on consideére (E,,) 'équation (m — 1)z 4+ 2mz + m + 2 = 0 d’inconnue réelle .
1. Résoudre les équations (Fy) et (Eq).

2. Pour quelle valeur de m I’équation (E,,) admet-elle z = 0 comme solution ? Donner I’ éventuelle autre solution.

3. Pour quelles valeurs de m, ’équation (E,,) admet-elle :
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(a) une unique solution ?
(b) deux solutions distinctes ?

(c) aucune solution réelle ?
Exercice 2.19. Résoudre les équations ou inéquations suivantes, d’inconnue réelle x.

1. |z—3]=5; 2. |z—1=4+z; 3. 2z+1|=-3;
4. |z +2|=3; 5. |-Tzx+1]<1; 6. [dz+1| =2z +1].

Exercice 2.20. Soit m un réel fixé. Résoudre I'inéquation |z — 5| < m + 3 d’inconnue z réelle.
Exercice 2.21. Résoudre ’équation suivante, d’inconnue z réelle.
2z = 3|+ |z + 1| =2.

Exercice 2.22. Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x réelle.

1. r+3=2; 2. 2z +1+3=1; 3. Vzr—-3+x=1;
4. VJx+3=2; 5. V2xr+6<6; 6. Vv—zr+2<-1;
7. Vr+8>0; 8. Vri+dr>=x+1; 9. V2—12—46+3x=0.
Exercice 2.23. Résoudre ’équation suivante, d’inconnue z réelle.
(E): Vr+a/z+V1—-z=1.
Exercice 2.24. Résoudre sur R les équations et inéquations suivantes.
2 1
1. 2* +22+2x=121; 2. Vz+3=x+2; 3. x+1 <z+1.
T —

Exercice 2.25. Résoudre les équations et inéquations suivantes d’inconnue x € R.
1. V1—22=22+1; 2. V1—22>21+1; 3. Vr+3+Jrx+1=1;

4. |[z—1 < |z —2[; 5. |z —1|+ 12z -7+ |z + 3| <6; 6.

:
T+ —|>3.
T

Partie entiere

Exercice 2.26. Résoudre dans R les équations suivantes.

1. [3z—1]=7; 2. 5|—dzx+1>=9; 3. |2243]=|z+2|
Exercice 2.27. Montrer que pour x € R et ne N*, | —= [ = |z]|.
n

Exercice 2.28. Résoudre dans R les équations suivantes :
1. |2z] =5 —xl. 2. [2z] = |z]. 3. [3z] =2—|x|.

Exercice 2.29. Montrer que, pour tout z € R,
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Systémes linéaires

Exercice 2.30. Résoudre les systémes suivants ou x, ¥, z sont des inconnues réelles.

r + 2y — 2z =1 r + 2y + 3z = 1
(S1) T + y + z = 2 (S2) r 4+ oy z = —2
x + 2z =1 3. + 4y + 2z =
22 — 2y + 2z = 3 ’ i 2y i 3Z i 1
(S3) { 3z + y — = 1 S {7 Y ==
z + 3y — 22 = - z o+ 3y o+ 6zo= 2
y r + 4y + 10z = 0
2r — y = 0
_ — r + y — z =1
S0 {3 - b= 2 s {a T DI

Exercice 2.31. Soit (a,b,c) € R3. Discuter, suivant les parametres a, b et ¢, du nombre de solutions des systémes
suivants (d’inconnue (z,y, z) € R3), puis résoudre ces systémes.

r + 2y — 2z = a x + y + z = b
(S1) r — Yy + 2z b (S2) r — y + 3z = 2
r — 4y + b5z = c -y + z =3

Exercice 2.32. Soit m € R. Résoudre les systémes suivants, d’inconnue (x,y, z) € R? ou (z,y) € R?.

r — Yy —+ z = 2
= 2m-—1
(S) ¢ Mt ovo=oam ()4 = + y — mz = m—1
zr + my = 1
mr + y — mz = m?-1
zot y = m+2 r + my mz = m
— 2 - =
(S3) roromy = m2 m—3 (54){230 + 4y — 4z =1
mr — y = m“—2

Exercice 2.33 (Ecriture cartésienne d’un ensemble). On considére I'ensemble
E={(z+y+3z,20+2y+4z3y+32) : (z,y,2) € R*}.

1. Soit (a,b,c) € R3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que (a, b, ¢) appartienne a E.

2. En déduire une autre écriture de E, sous la forme dite cartésienne suivante :
Ez{(a,b,c)eRg" }
Exercice 2.34. Equilibrer les réactions chimiques suivantes :
1. FeSs 4+ Oy — FeaO3 + SOq 2. C4Hip + Oy — CO2 + H2O

Remarque : pour la premiere réaction, la question revient a trouver z, y, z et t des entiers tels qu’il y ait autant de
chaque atome dans x FeSy + y O2 que dans z Fe;O3 + t SOs.

Exercice 2.35. Notons . I’ensemble des solutions du systéme

o

T t+x2+x3 =
xro + r3 = 0
1. Déterminer .&7.

2. Soit ¢ = (x1,x2,23) € % et y = (y1,¥2,y3) € . Montrer que = + y = (z1 + y1,Z2 + y2,23 + y3) € - (on dit
alors que . est stable par addition).

3. Soit x = (x1,x9,x3) € ¥ et A € R. Montrer que Az = (Az1, Aza, Az3) € & (on dit alors que .7 est stable par
produit externe).

4/4



	Inégalités, équations et inéquations

