PCSI1

Devoir Facultatif
Etude de suites récurrentes

Veillez a soigner la présentation et la rédaction. En particulier, pensez a introduire les variables utilisées et a
les résultats importants ainsi que les conclusions. Aucune abréviation ne doit apparaitre dans la copie. Faites un usage
raisonné des symboles logiques.

Chaque copie doit étre numérotée (il faut aussi reporter le nombre total de pages) et le numéro de la question traitée
doit apparaitre clairement. Il faut rédiger vos réponses sur une copie double, en laissant une marge suffisante au
correcteur.

Dans cet exercice, on considére ’ensemble, noté S, des suites (un)n> a valeurs réelles et telles que
>

0

exp (uy,)

Up+1 = n+1

pour tout entier n = 0.

Pour tout nombre réel x, on note u(x) la suite appartenant & S et dont le premier terme vaut z. On note également
un(z) le terme d’indice n de cette suite. Ainsi, ug(z) = z et ui(x) = exp(x).

1. Démontrer que toute suite appartenant a S est strictement positive a partir du rang 1 .
2. Soit (un)n>0
(un)n>0 converge vers 0 .

3. Soit (un),
vers +00.

une suite appartenant a S. Démontrer que s'’il existe un rang N > 2 pour lequel uy < 1, alors

o une suite appartenant a S. Démontrer que si cette suite ne converge pas vers 0, alors elle diverge

On note pour la suite Ey ensemble des réels  pour lesquels la suite u(x) converge vers 0 , et E, I'ensemble des réels
x pour lesquels u(x) diverge vers +oo.

4. Démontrer que 0 € Ej.

5. (a) Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 0, la fonction & — u,(x) est strictement croissante
sur R.

(b) En déduire que si = est un élément de Ey, alors 'intervalle |—o0; x] est inclus dans Ej.
6. (a) Démontrer que la fonction z — exp(x) — xz(z + 1) est strictement positive sur I'intervalle [2; 4o0[.

(b) Soit (u")n>0
alors (un)n>0 diverge vers +0c0.

une suite appartenant a S. Démontrer que s’il existe un rang N > 1 pour lequel uy > N + 1,

(c) Démontrer que 1 € E,.
7. Démontrer que si x est un élément de E, alors Uintervalle [x; +00][ est inclus dans Ey.

Nous allons maintenant démontrer qu’il existe un nombre réel § tel que lintervalle |—oo; [ est inclus dans Ejy et
Pintervalle [ ; +o0] est inclus dans Ey.

8. On définit deux suites (a,) et (bn), -, Par ag =0, by = 1 et

n=0

a b
an+1zg ot bpri = by

Vn e N, 2
Gpt1 = Gnp et byl = — sinon

(a) Démontrer que les suites (an)n>0 et (b")n>0 sont convergentes et ont la méme limite.

(b) Soit 4 la limite commune aux suites (an), ., €t (bn), -, Démontrer que lintervalle |—co; [ est inclus dans
Ey et Vintervalle |6 ; +oo[ est inclus dans Ey.
9. On pose ¢z = In(In(2)),cs = In(In(21n(3))) et ¢4 = In(In(21n(31n(4)))), et plus généralement, pour tout entier
022, ¢ =In(In(2InBn(---In((¢ — 1) In(¢)) . ..)).
Démontrer que, pour tout entier £ > 2, le nombre réel ¢, appartient & Ey. (On pourra calculer we(ce))

10. Démontrer que la suite (Cg) est croissante et en déduire qu’elle converge.

=2
11. Démontrer que § € Ey.
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