SAVEZ-VOUS FAIRE 7 34 - CONDITION-
NEMENT ET
INDEPENDANCE

Kit de survie du cours

Probabilités conditionnelles

Définition 34.1 (Probabilité conditionnelle d’un événement). Soit E un événement de probabilité non nulle de
(©2,P(Q),P).

Pour tout événement A, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant E et on note Pg(A) (ou P(A | E))
le nombre

P(An E)
Prp(A) = ———~.
,—[Proposition 34.2 - Application probabilité conditionnelle.} <

Soit E un événement de probabilité non nulle de (2, P(2),P).

L’application Pg : P(2) — [0;1] est une probabilité sur §2 appelée la probabilité conditionnelle
A — Pg(4)

sachant F.

f—[Corollaire 34.3.} <

Soit E un événement de probabilité non nulle, soit A et B deux événements de (2, P(2),P).
1. Pg(A) =1—-Pg(A).

,—[Proposition 34.4 - Formule des probabilités composées.] X

Soit n € N*. Soit Ay,..., A, des événements de (Q, P(2),P).
SiP(AjnAyn---nA,_q) # 0, alors les événements Ay, A1 N Ay, ..., Ay nAyn---n A,_1 sont de
probabilité non nulle et

P(Al N A2 [aRERNA An) = ]P(Al) X IPAl(AQ) X PAlmAz(AB) X oo X PAlmAzm”.ﬁAnil(An).
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r—[Lemme 34.5 - Formule de ﬁltration.] N\

Soit {E1, ..., E,} un systéme complet d’événements et A un événement de (2, P(Q2),P). Alors

Mm:ipmmmy
k=1

,—[Théoréme 34.6 - Formule des probabilités totales.j N

Soit {E1, ..., E,} un systeme complet d’événements et A un événement de (2, P(Q2),P). On a
P(4) = ) P(Ey)Pg,(4)
k=1

en adoptant la convention que le produit P(E))Pg, (A) vaut 0 si P(E) = 0.

,—[Proposition 34.7 - Formule de Bayes.] N\
Soit {E1, ..., E,} un systéme complet d’événements et A un événement de (2, P(£2), P), tous les événements

étant de probabilité non nulle. On a :
P(E:)Pg, (A)

S B(E)Pr, (A)
k=1

Vie [L,n], Pa(E;)=

Définition 34.8 (Loi de probabilité conditionnellement a un événement). Soit X une variable aléatoire définie sur
(Q,P(Q),P) a valeurs dans un ensemble E. Soit B un événement de probabilité non nulle.

On appelle loi de probabilité de X sachant B, la probabilité définie sur (X (), P(X(©2))) par

PX(Q) — [0;1]
A — IF)B(XEA)

Indépendance

Définition 34.9 (Indépendance de deux événements). Soit A et B deux événements de (2, P(Q2),P).
On dit que les événements A et B sont indépendants lorsque P(A n B) = P(A)P(B).
On note alors A 1l B.

Définition 34.10 (/ndépendance (mutuelle) de plusieurs événements). Soit Ay, Az, ..., A, des événements de
(Q,P(2),P).
On dit que les événements Aj, As, ..., A, sont (mutuellement) indépendants lorsque, pour toute partie I de
[1,n],
PQ}&):[]MAJ
el el

Exemple 34.11 (¥). Avec trois événements A, B et C, ceux-ci sont mutuellement indépendants si, et seulement si,

P(An B)=P(A) x P(B) P(AnC)=P(A) x P(C)

P(BnC)=P(B) x P(C) P(AnBnC)=P(A) x P(B) x P(C)
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,—[Proposition 34.12 - Opérations sur des événements indépendants.] N\

Soit Aj, Az,..., A, (o n = 2) des événements (mutuellement) indépendants de (2, P(£2), P).

1. En remplacant des A; par leur événement contraire, on obtient encore une famille d’événements
(mutuellement) indépendants.

2. Chacun des A; est indépendant de tout événement B qu’on peut former par intersections, réunions
avec des événements Ay ou k # i ou leur contraire.

\. J

Définition 34.13 (Variables aléatoires indépendantes). Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (2, P(Q2),P).

On dit que X et Y sont indépendantes lorsque,
VAc X(Q), VBcY(Q), P{XeAetYeB})=PXeA) xPY €B).

On note alors X 1l Y.

,—[Proposition 34.14 - Caractérisation des variables indépendantes.} N\

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, P(£2), P).
Si pour tout z € X(Q2) et tout y € Y(Q2), on a

P{X =z et Y =y}) =P(X =2) x P(Y =y),

alors X et Y sont indépendantes.

\ J

Définition 34.15 (Indépendance (mutuelle) de plusieurs variables aléatoires). Soit Xi,..., X, des variables aléa-
toires définies sur le méme espace probabilisé (2, P(2),P).

On dit que les variables aléatoires Xi,...,X, sont (mutuellement) indépendantes lorsque pour tout A; €
X1(Q),..., A, € X, (Q), les événements {X; € A1},...,{X, € A,,} sont (mutuellement) indépendants.

,—[Proposition 34.16 - Caractérisation de 1’indépendance mutuelle de variables aléatoires.]—

Soit Xj,..., X, des variables aléatoires définies sur (2, P(2),P). Les variables aléatoires X7, ..., X,, sont
(mutuellement) indépendantes si et seulement si

V.I,‘l € Xl(Q),...,l‘n € Xn(Q)7 P(Xl = xl,...,Xn = xn) = ]P(Xl = .’L‘l) X oo X ]P)(Xn = xn)

,—[Proposition 34.17 - Application de fonctions a des variables aléatoires indépendantes.j—

Soit X1, ..., X, des variables (mutuellement) indépendantes définies sur (Q2, P(Q2),P) et g1,...g, des ap-

plications respectivement définies sur X;(Q),..., X, (Q).
Alors les variables aléatoires g1 (X1),. .., gn(X,) sont (mutuellement) indépendantes.

,—[Proposition 34.18 - Lemme des coalitions.} \
Soit m et n deux entiers tels que 1 < m < n. Soit Xi,..., X, des variables (mutuellement) indépendantes

définies sur (2, P(2),P) et f et g des applications définies sur des ensembles contenant respectivement
X1(92) x -+ x X0 (Q) et X1 (Q) x -+ x X, ().
Les variables aléatoires f(X1,...,Xm) et g(Xm+1,...,Xy) sont alors aussi indépendantes.
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Loi binomiale

Définition 34.19 (Loi binomiale). Soit n € N* et p € [0; 1]. On dit qu'une variable aléatoire réelle X définie sur
(©,P(2),P) suit une loi binomiale de parameétres n et p lorsque les deux points suivants sont vérifiés.

1. [0,n] c X(2).
n

2. Pour tout k € [0,n], P(X = k) = (k

)pkq"‘k otig=1-p.

On note alors X ~ Z(n,p).

Proposition 34.20 - Somme de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes.

Soit X7, ..., X, des variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, P(Q2),P) (mutuellement)
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p € [0; 1].
La variable aléatoire S = X7 + - -+ + X, suit la loi binomiale #(n, p).

Situation d’apparition de la loi binomiale. Une variable de loi binomiale %Z(n,p) compte le nombre de succes dans n
expériences aléatoires indépendantes ou la probabilité de succes de chaque expérience est p.
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Méthodes et exercices a connaitre

Utiliser la formule des probabilités composées

Cette formule intervient quand on cherche a calculer la probabilités d’une intersection (plusieurs événements tous
réalisés) et qu’on n’est pas dans un contexte d’indépendance.

e Résultats du cours : Proposition 34.4

e Exercices & : 34.7

e Exercices &%

o Exercices &5

Utiliser la formule des probabilités totales

Cette formule est utile quand on est dans un contexte ou plusieurs expériences aléatoires sont répétées et ou le résultat
d’une expérience dépend du résultats des expériences précédentes.

Si on a deux expériences aléatoires, la formule des probabilités totales donne directement le résultat.

Si on a n expériences, la formule des probabilités totales permet souvent d’obtenir une relation de récurrence entre
la probabilité d’un certain événement pour la n-iéme expérience et celle pour la (n + 1)-iéme expérience. Une fois la
relation de récurrence établie, on reconnait souvent une suite usuelle dont on peut trouver le terme général si on se
rappelle des formules sur les suites.

Dans la formule des probabilités totales, des probabilités conditionnelles apparaissent. Il en faut jamais utiliser la
Définition 34.1 pour les calculer. Les probabilités conditionnelles sont toujours données directement (ou presque) dans
I’énoncé !

e Résultats du cours : Lemme 34.5, Théoréme 34.6
e Exercices & : 34.8, 34.9 (1,2)
e Exercices & : 34.9 (3,4), 34.10

e Exercices &

Utiliser la formule de Bayes

Quand on a deux expériences consécutives et que I'une impacte ’autre, on connait la probabilité d'un événement de
la seconde expérience conditionnellement au résultat de la premiere expérience. La formule de Bayes est utile quand
on veut autre probabilité conditionnelle (la probabilité d’un événement de la premiere expérience conditionnellement
au résultat de la seconde). Elle est donc utile pour déterminer une probabilité quand on connait le résultat final de
I’expérience.

e Résultats du cours : Proposition 34.7
e Fxercices & : 34.1, 34.2, 34.3

e Exercices & : 34.4

o Exercices &% : 34.5

Montrer I'indépendance d’événements ou de variables aléatoires

Pour deux événements (resp. variables aléatoires), on utilise la Définition 34.9 (resp. la Définition 34.13). Pour trois
événements (on en a rarement plus en pratique!) on utilise ’Exemple 34.11.

e Résultats du cours : Définition 34.9, Définition 34.10, Exemple 34.11, Proposition 34.12, Définition 34.13, Pro-
position 34.14, Définition 34.15, Proposition 34.16, Proposition 34.17, Proposition 34.18

5/6
PCSI - 2024/2025 / Lycée H. Loritz



e Exercices > : 34.11, 34.14
e Exercices &> : 34.12, 34.13

e Exercices &b

Utiliser I'indépendance d’événements ou de variables aléatoires

Dans une situation d’indépendance, les calculs de probabilités d’intersection deviennent trés simples !

e Résultats du cours : Définition 34.9, Définition 34.10, Exemple 34.11, Proposition 34.12, Définition 34.13, Pro-
position 34.14, Définition 34.15, Proposition 34.16, Proposition 34.17, Proposition 34.18

e Exercices &% : 34.7, 34.15, 34.16, 34.17
e Exercices & : 34.18, 34.19 (1,2)
e Exercices &t : 34.19 (3), 34.23

Reconnaitre une situation ou intervient la loi binomiale

Une variable aléatoire qui compte quelque chose quand on répete une expérience suit tres souvent une loi binomiale.
Il faut alors identifier ce qu’on compte, ce qui correspond au succes. Le parametre « p » est alors la probabilité de
succes, « n » est le nombre de répétitions de l'expérience. Quand on rédige, il faut bien préciser (et vérifier!) que les
expériences répétées sont indépendantes 'une de l'autre.

Résultats du cours : Définition 34.19, Proposition 34.20
e Exercices & : 34.20, 34.21

[IEgERl

Exercices > : 34.22

o Exercices &5
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