SAVEZ-VOUS FAIRE 7 28 - DIMENSION
D’UN ESPACE
VECTORIEL

Kit de survie du cours

Famille libre, famille liée

Définition 28.1 (Famille libre, famille liée). Soit (v1,ve,...,v,) une famille finie de vecteurs de E.

e On dit que la famille (v, v2,...,v,) est liée si et seulement s’il existe des scalaires A1, Ag, ..., A, € K qui ne sont
pas tous nuls tels que

A1 4+ Ay = 0E.

e On dit que la famille (v1,ve,...,v,) est libre si et seulement si elle n’est pas liée, autrement dit si, et seulement
si, pour tous Aq,...,A, € K, on a
AMor++ v, =0 = A ==X, =0.

Dans ce cas, on dit que les vecteurs de la famille sont linéairement indépendants.

On convient que la famille vide est libre.

Définition 28.2 (Famille de polynémes échelonnés en degré). Soit n € N, Py, ..., P, € K[X]. On dit que la famille
(Po, ..., P,) est une famille de polyndmes échelonnés en degré lorsque

deg(Py) < deg(Py) < --- < deg(Py,).

,—[Proposition 28.3 - Quelques critéres simples pour montrer qu’une famille est libre ou liée.jﬂ

Une famille & un élément (x) est libre si, et seulement si, x est non nul.

Une famille de deux vecteurs est libre si, et seulement si, ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
Une famille de trois vecteurs est libre si, et seulement si, ces vecteurs ne sont pas coplanaires.

Une famille qui contient le vecteur nul Og est liée.

Une famille qui contient deux vecteurs colinéaires n’est pas libre.

SR o

Soit n € N, P, ..., P, € K[X]. On suppose que (P, ..., P,,) est une famille de polynémes échelonnés
en degré et que Py # 0. Alors la famille (P, ..., P,,) est libre.

,—[Proposition 28.4 - Ajouter/enlever un vecteur a une famille liée/libre.} N

1. Toute famille contenant une famille liée est liée. En particulier, si on ajoute un vecteur a une famille
liée, celle-ci reste liée.

2. Toute famille extraite d’une famille libre est libre. En particulier, si on enleéve un vecteur d’une famille
libre, celle-ci reste libre.
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,—[Proposition 28.5 - CNS pour qu’une famille avec un vecteur en plus reste libre.j—

Soit p € N, (eq, ..., ep) une famille libre de vecteurs de E. Soit « € E.
La famille (eq, ..., ep, z) est libre si et seulement si = ¢ Vect (e, ..., €p).

\ J

,—[Théoréme 28.6 - Unicité de la décomposition dans une famille libre.] N\

Soit F = (v1,v2,...,vp) une famille libre. Pour tout vecteur u € Vect (v1,v2,...,vp), il existe un unique
p-uplet de scalaires (A1,...,Ap) tels que u = Ajv1 + -+ - + Apvp.

\. J

Remarque 28.7. Soit F = (v1,v2,...,v,) une famille libre. Le théoréme précédente entraine que pour tous scalaires
Ay Ap et o, pip,

P P
Z Aiv; = Z wiv; = Yie[l,p], \i = pi.
i=1 i=1

On peut donc identifier les coefficients dans deux décompositions dans des familles libres.

Famille génératrice

Définition 28.8 (Famille génératrice finie). Soit n € N*. Une famille (vy,vs,...,v,) de E est dite génératrice si,
et seulement si,
E = Vect (v1,v2,...,0,) .

Si (v1,...,v,) est génératrice, on dit que les vecteurs vy, ..., v, engendrent F.

,—[Proposition 28.9 - Ajouter un vecteur a une famille génératrice.] N

Tout famille contenant une famille génératrice de E est génératrice de E. En particulier, si on ajoute un
vecteur de E & une famille génératrice, celle-ci reste génératrice.

\ J

,—[Proposition 28.10 - CNS pour qu’une famille avec un vecteur en moins reste génératrice.%

Soit n € N et (eq, ..., e,) une famille génératrice de E. La famille (eq, ..., e,—_1) reste génératrice de E si et
seulement si e, € Vect (e1,...,e,—1).

Base

Définition 28.11 (Base). Soit n € N, eq,...,e, € E. On dit que la famille (eq,...,e,) de vecteurs de E est une base
de E si, seulement si, cette famille est a la fois libre et génératrice de E.

,—[Théoréme 28.12 - Existence et unicité de la décomposition dans une base.] N\
Une famille (e, ..., e,) est une base de E si et seulement si, pour tout vecteur u € E, il existe un unique
n-uplet (A1,...,A,) € K" tel que

n
u = Z /\kek.
k=1
Le n-uplet de scalaires (A1,...,A,) est le n-uplet de composantes (ou de coordonnées) de u dans la
base (e1,...,en).
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Dimension d’un espace vectoriel

Définition 28.13 (Dimension finie). On dit quun espace vectoriel E est de dimension finie si, et seulement si, il
existe une famille finie de vecteurs de E qui soit génératrice de E. Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension

infinie.

Théoréme 28.14 - Théoréme de la base incompléte.}

On suppose que E est de dimension finie.

Toute famille libre de F peut étre complétée en une base finie de F.

Théoréme 28.15 - Théoréme de la base extraite.]

On suppose que E est de dimension finie.

Toute famille génératrice de E contient une base finie de FE.

Corollaire 28.16 - Existence d’une base en dimension ﬁnie.]

Tout espace vectoriel de dimension finie différent de {0} contient au moins une base.

Définition 28.17 (Cardinal d’une famille de vecteurs). Le cardinal d’une famille finie F de vecteurs de E est le
nombre de vecteurs (distincts ou non) qui la composent. On notera Card(F) le cardinal de F.

Définition 28.18 (Dimension d’un espace vectoriel). On suppose que F est de dimension finie.
Toutes les bases de E ont le méme nombre n d’éléments. Cet entier n est appelé la dimension de E sur K et est noté
dim(E) (ou dimg (F) lorsqu’il est important de préciser I’ensemble K).

Exemple 28.19 (¥). On a, si n est un entier naturel non nul

Espace vectoriel Base canonique Dimension
R 1 1
C comme C-ev 1 1
C comme R-ev (1,1) 2
R" ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) n
R, [X] (L, X,...,X™ n+1
M, »(R) (Era,---sE1p,E21,- .., Eapy ... By p) nxp
Voici quelques exemples :
Espace vectoriel Base canonique Dimension
R3 ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) 3
Ro[X] (1,X,X?) 3
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
M3z 2(R) o o|,10 Of,|1 Of,{0 1,70 0],]10 O 6
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
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,—[Proposition 28.20 - Nombre de vecteurs d’une famille libre/ génératrice.} N

On suppose que E est de dimension finie égale a n.
1. Toute famille libre de E possede au plus n éléments.
2. Toute famille libre de E qui possede n éléments est une base de F.
3. Toute famille génératrice de E possede au moins n éléments.
4. Toute famille génératrice de E' qui possede n éléments est une base de E.
,—[Théoréme 28.21 - Dimension d’un sous-espace vectoriel.] N

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F' de E est de dimension finie
et
dim(F) < dim(E).

De plus si dim(F') = dim(FE) alors F = E.

Somme de sous-espaces vectoriels en dimension finie

,—[Théoréme 28.22 - Famille génératrice d’une somme de sous-espaces vectoriels.} N

Soit F et Fy deux sous-espaces vectoriel de E engendrés respectivement par deux familles finies G; et Go.
Alors
Vect (G1 U Go) = Vect (G1) + Vect (G2)

ce qui signifie que G; U G5 est une famille génératrice de F' + G.

r—[Théoréme 28.23 - Formule de Grassmann.] N\

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Alors la somme F' + G est de dimension
finie et plus précisément :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).

,—[Théoréme 28.24 - Construction d’une somme directe a partir d’une famille libre.]—

Soit n, k deux entiers naturels non nuls tels que 1 < k < n. Soit F = (eq, ..., €k, €x+1,---,€y,) une famille
de vecteurs de FE.
1. Si F est libre, alors Vect (eq,...,ex) et Vect (egt1,...,ey,) sont en somme directe.
2. Si F est une base de E, alors Vect (e, ..., ex) et Vect (egs1,...,e,) sont supplémentaires dans E.
,—[Théoréme 28.25 - Base d’une somme directe de deux sous-espaces vectoriels.] \

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. On note B une base de F' et C une base
de G. Si F et G sont en somme directe, alors la concaténation des familles BB et C forme une base de FOG.
Une telle base dont les premiers vecteurs forment une base de F' et les suivants une base de G est dite
adaptée a la somme directe FF @ G.
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W 3\

,—[Théoréme 28.26 - Existence de supplémentaires en dimension ﬁnie.J

On suppose que F est de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' possede un

supplémentaire dans F.
En outre, les supplémentaires de F' dans F ont tous pour dimension dim(E) — dim(F).

N
)

,—[Théoréme 28.27 - Caractérisation de la supplémentarité en dimension finie.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension finie. Les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) F et G sont supplémentaires.

(ii) dim(F) = dim(F) + dim(G) et F n G = {0g}.

(iii) dim(E) = dim(F) + dim(G) et F+ G = E.

Rang d’une famille de vecteurs

Définition 28.28 (Rang d’une famille de vecteurs). Soit r € N. Soit F = (uy,...,u,) une famille de vecteurs de FE

(famille vide si r = 0).
On appelle rang de la famille (ug,...,u,) la dimension du sous-espace vectoriel engendré par cette famille et on le

note rg(uy, ..., u,). Autrement dit

rg(ug, ..., uy) = dim(Vect (u1, ..., u.)).

,—[Proposition 28.29 - Lien entre le rang et le nombre de vecteurs.] \
Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E.
1. rg(ug, ..., up) <.
2. rg(uq,...,u,) =7 si et seulement si (uq,...,u,) est libre.

N

Corollaire 28.30 - Caractérisation des bases avec le rang. )

On suppose que E est de dimension finie et on note n sa dimension. Soit (u1,...,u,) une famille de

vecteurs de E.
La famille (uq,...,u,) est une base de E si et seulement si rg(uq, ..., u,) = n.
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Méthodes et exercices a connaitre

Décider si une famille est libre ou liée

En premier lieu, il faut voir si un des critéres « simples » s’applique (cf. Proposition 28.3). Sinon, on utilise la définition
(cf. Définition 28.1) : cela fonctionne toujours, mais c’est plus calculatoire (on se rameéne trés souvent & tester si un
systéme linéaire admet une solution non nulle ou non; si c’est le cas la famille est liée, sinon elle est libre).

Si on est dans un sous-espace vectoriel (cela peut aussi étre un espace vectoriel de référence!) dont on connait la
dimension, alors on peut parfois décider rapidement si la famille est libre ou liée (cf. Proposition 28.20 ; dans un espace
de dimension 3, tout famille de quatre vecteurs ou plus sera liée).

e Résultats du cours : Définition 28.1, Proposition 28.3, Proposition 28.20.
e Exercices & : 28.1, 28.2, 28.11, 28.12

e Exercices &%

HRREI IR

e Exercices &oiais

Décider si une famille est génératrice

Pour savoir si une famille de vecteurs (e1,eq,e3) est génératrice d’un sous-espace vectoriel F', il faut vérifier si
Vect (e1, ea,e3) = F. Pour cela, il y a deux méthodes :

1. On montre que Vect (eq, ea,e3) < F (ce sens peut étre assez simple, puisqu’il suffit de montrer que ey, ez, e3 € F
pour en déduire Vect (e1,eq,e3) < F, car F est un sous-espace vectoriel et donc il contient n’importe quelle
combinaison linéaire de ses vecteurs) et F' < Vect (e, e, €3).

2. On montre que Vect (e1,e2,e3) < F (ce sens peut étre assez simple, cf. point précédent) et on montre que
dim(Vect (e, €2, e3)) = dim(F'), ce qui permet de conclure que Vect (eg, e, e3) = F (voir Théoréme 28.21).

Si on est dans un sous-espace vectoriel (cela peut aussi étre un espace vectoriel de référence!) dont on connait la
dimension, alors on peut parfois décider rapidement si la famille est génératrice (cf. Proposition 28.20 ; dans un espace
de dimension 3, tout famille de deux vecteurs ou moins ne peut pas étre génératrice).

e Résultats du cours : Définition 28.8, Proposition 28.20, Théoréme 28.21.
e Exercices &% : 28.1, 28.2, 28.5, 28.7 (1,2,3)

e ge0

o Exercices & @ 28.4
e Exercices & : 28.6, 28.7 (4)

Déterminer une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel

Cela équivaut par définition a écrire le sous-espace vectoriel sous forme de sous-espace engendré, ce qui a déja été
travaillé dans le chapitre précédent.

e Résultats du cours : Définition 28.8.

£

e Exercices ¢» : 28.8

et

e Exercices &> :

e Exercices &>

Déterminer une base d’'un sous-espace vectoriel ainsi que sa dimension

Dans cette section, on traite le cas ou ’on ne connait pas la dimension du sous-espace vectoriel dont on cherche une
base.

On trouve d’abord une famille génératrice, puis on teste si cette famille est libre. Si ¢a n’est pas le cas, on enleve les

vecteurs superflus.
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Résultats du cours : Proposition 28.4, Définition 28.8, Proposition 28.10, Définition 28.11.
e Fxercices & : 28.8, 28.9, 28.10, 28.18, 28.20

fhefe0

o Exercices {o» :

o Exercices &5

Justifier qu’une famille est une base a I'aide de la dimension

Dans cette section, on traite le cas ot 'on connait la dimension du sous-espace vectoriel dont on cherche une base (le
sous-espace vectoriel peut-étre un espace vectoriel de référence, par exemple on peut vous demander de vérifier qu’une
certaine famille de vecteurs est une base de Ry[X] par exemple).

En général, on se contente de vérifier que la famille proposée est libre et on compte qu’il y a bien autant de vecteurs
que la dimension de ’espace dont on cherche une base.

e Résultats du cours : Définition 28.11, Définition 28.17, Définition 28.18, Proposition 28.20.
e FExercices & : 28.3, 28.13, 28.14, 28.15
e Exercices &% @ 28.20, 28.17

e Exercices &

Montrer que deux sous-espaces vectoriels sont égaux a I'aide de la dimension

Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F' et G sont égaux, on peut se contenter de montrer que F < G et
dim(F) = dim(G) (voir Théoréme 28.21).

Si I'un des sous-espaces vectoriels est sous forme de sous-espace engendré, c’est généralement assez simple. Par exemple,
pour montrer que Vect (e1, es,e3) = F, on montre que Vect (e1,e2,e3) € F (ce sens peut étre assez simple, puisqu’il
suffit de montrer que ey, e, e3 € F pour en déduire Vect (e1,e2,e3) < F, car F est un sous-espace vectoriel et donc il
contient n’importe quelle combinaison linéaire de ses vecteurs) et on montre que dim(Vect (e, ez, e3)) = dim(F'), ce
qui permet de conclure que Vect (e, es,e3) = F

e Résultats du cours : Théoreme 28.21.

iR

e Exercices & :

tEf

e Exercices i

HRREI IR

o Exercices &otois

Compléter une famille libre en une base, par exemple pour déterminer un
supplémentaire en dimension finie

En pratique, quand on veut compléter une famille libre en une base, on ajoute successivement des vecteurs issues d’une
base canonique jusqu'a obtenir le bon nombre de vecteurs (il faut autant de vecteur que la dimension pour avoir une
base) et on vérifie que pour chaque nouveau vecteur ajouté la famille reste libre (si la famille n’est plus libre, il faut
pas ajouter le vecteur!).

e Résultats du cours : Proposition 28.5, Proposition 28.20, Théoreme 28.14.
e Exercices & : 28.11, 28.12, 28.21, 28.22, 28.24, 28.25

e ge0

e Exercices &2 :

08§48 846

e Exercices &> : 28.30
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Démontrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires en dimension

finie

Si on a trois sous-espaces vectoriels E, F,G dont on connait la dimension et qu’on veut montrer que F & G = E,
on montre généralement que F' n G = {0} (ce qui montre que F' et G sont en somme directe) et on vérifie que

dim(F) 4+ dim(G) = dim(E).

Résultats du cours : Théoreme 28.27.
e Exercices & : 28.19, 28.23
e Exercices &> : 28.26, 28.27

[ERRERIgEt]

Exercices ozt : 28.29

Trouver le rang d’une famille de vecteurs

Résultats du cours : Définition 28.28, Proposition 28.29.

e Exercices & : 28.31

e ge0

e Exercices & :

HERREIIREL]
2

o Exercices &
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