SAVEZ-VOUS FAIRE 7 26 - SERIES
NUMERIQUES

Kit de survie du cours

Généralités

Définition 26.1 (Série). Soit (up)n>n, une suite réelle ou complexe. On appelle série de terme général w,, la suite
(SN)N=n, définie par

N
V]\ZZ’I’LO7 SN: Zun:un0+un0+1+...+u1\].

n=no
Cette série se note Z Up OU Z uy, s’'il n’y a pas ambiguité sur la valeur de ng.
nzng

Pour tout N = ng, le nombre Sy est appelé la somme partielle de rang N de la série de terme général wu,,.

Définition 26.2 (Série convergente). La série Z u, est dite convergente lorsque la suite (Sn) ny>n, €St convergente.

n=ng
+o0
Sa limite finie est alors appelée somme de la série Z Uy, et notée Z Uy
nz=zng n=ng

Autrement dit, si (Sy)nsn, €st convergente,

N +o0
lim Z UL = Z Up,
N—>+ook

=nNg k:no

Si la suite (Sny)Nsn, diverge, on dit que la série Z u, est divergente.

n=ng

,—[Proposition 26.3 - Le terme général et le reste d’une série convergente tend vers O.j—

Si la série Z U, est convergente, alors :

n=ng
1. la suite (up)n>n, converge vers 0;

2. la suite (Rn)Nsn, des restes de la série converge vers 0.

Corollaire 26.4 - Divergence grossiére.]

Soit Z uy, une série numérique. Si (uy)n>n, ne tend pas vers 0, alors la série Z u,, diverge.
n=ng n=ngo
On dit que cette série diverge grossiérement.
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N

,—[Théoréme 26.5 - Somme d’une série convergente et d’une série divergente.J \

Soit Z Uy, €t Z v, deux séries numériques.

n=ng n=no
Si Z U, est convergente et Z vy, divergente, alors Z (un, + vy,) est divergente.
n=ng n=ng n=ng
. 7
,—[Proposition 26.6 - Critére de convergence d’une série a valeurs complexes.j <
Soit u € CN. Z u, converge si et seulement si 2 Re(uy,) et Z JIm(uy,) convergent. Le cas échéant,
nzno nzngo nzngo
+o0 +o0 +o0
Z Uy = Z Re(up) +1 Z Im(uy,).
n=no n=no n=no
\ V

Définition 26.7 (Série absolument convergente). Soit (uy)n>n, une suite de nombres réels ou complexes. On dit
que la série Z u, est absolument convergente lorsque la série Z |un| converge.

n=no n=ngo
+o0
Notation 26.8. Pour traduire qu'une suite est absolument convergente, on pourra noter Z |un| < 400 (attention,
n=0

cette notation ne se généralise pas aux séries convergentes tout court).

Définition 26.9 (Suite sommable). On dit qu’une suite (up)n>n, €st sommable lorsque la série Z Uy, est absolu-
nzng
ment convergente.

Définition 26.10 (Somme d’une suite sommable). Soit (up)n>n, une suite de nombres réels ou complexes. Si

(Un)n=n, est sommable, on appelle somme de la suite (uy,)n>n, la somme de la série qui lui associée, a savoir le
+%0

nombre Z Uy -

n=no

Théoréme 26.11 - La convergence absolue entraine la convergence.]

Si une série 2 u, est absolument convergente alors elle est convergente.

n=ngo

Séries usuelles

Définition 26.12 (Série géométrique). On appelle série géométrique toute série de la forme Z q" ou ¢ est un

n=0
nombre complexe.
,—[Proposition 26.13 - Nature des séries géométriques.} N
Soit g € C. La série géométrique Z q" converge si et seulement si |g| < 1. Le cas échéant,
n=0
+00
I
n=0 1- q
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,—[Théoréme 26.14 - Série exponentielle.] \

Soit x € R. La série Z - est appelée série exponentielle. C’est une série convergente et
n

n=0

1
Définition 26.15 (Série de Riemann). On appelle séries de Riemann les séries de terme général u, = — avec
n

a € R.

Théoréme 26.16 - Nature des séries de Riemann.]

: . 1 . :
Soit « € R.. La série Z — converge si et seulement si a > 1.
n
n=1

26.1 Comparaison série-intégrale

Les résultats de cette partie sont & savoir démontrer !

— Lemme 26.17. N\

Soit ng € N et f : [ng; +][. Pour tout N = ng, on
N
note Sy = Z f(n).
= ) -~

Si f est continue et décroissante, alors pour tout
N = no,

N N
f f(t)dt+f(N)<SN<f ft)dt + f(no). n n+1

no

,—[Théoréme 26.18 - Comparaison série—intégrale.] \

Soit ng € N et f une fonction réelle continue, décroissante et positive ou nulle sur [ng; +oo[. Alors

N
Z f(n) et (J f(@®) dt) sont de méme nature.

n=ng N=ng

Sous les mémes hypotheses que le théoréme précédent, on pourra éventuellement retenir aussi le résultat suivant, un
peu plus précis : il existe £ € R tel que

N N
> f(n)Nj+wJ ft)dt + 4 o0(1).

n=ngo

En cas de divergence,

N N
PO j £(t) dt.
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Critére de convergence pour des séries a termes positifs

,—[Théoréme 26.19 - Critére de comparaison par des inégalités.] N\

Soit (Un)nzngs (Vn)nsn, € RN. On suppose que pour tout n = ng, 0 < u, < vy,.

1. Si la série Z vy, converge, alors la série Z Uy, converge aussi.

n=ng n=no

2. Si la série Z uy diverge, alors la série Z vy, diverge aussi.

n=ngo n=ng

,—[Théoréme 26.20 - Regle de l’équivalent.] X

Soit (Un)nzne €t (Un)n>n, deux suites & termes réels positifs ou nuls.
Siu, ~ w,,alors les séries Z Up €t Z v, sont de méme nature.
+00

n—
nzngo nzno
\ V
,—[Proposition 26.21 - Reégle du grand O pour la convergence absolue.] N\
Soit (Un)nsn, une suite de nombres réels ou complexes et (vy,)n>n, une suite de nombres réels positifs.
Siu, = (vp) et si Z vy, converge, alors la série Z uy est absolument convergente.
——+00
" n=ng n=no
. 7
,—[Corollaire 26.22 - Reégle du petit o pour la convergence absolue.} N
Soit (tn)nsn, une suite de nombres réels ou complexes et (vy,)n>n, Une suite de nombres réels positifs.
Siu, = OOo(vn) et si Z vy, converge, alors la série Z Uy, est absolument convergente.
n—
n=ngo n=no
\ V

Lien entre suites et séries

Proposition 26.23 - Lien entre suite et série.]

Soit (U )nsn, une suite de nombres réels ou complexes. La série Z (Unt1 — up) et la suite (uy)p>n, sont
n=ng
de méme nature.

4/7
Lycée H. Loritz / PCSI - 2024/2025



Plan d’étude d’une série numérique

Considérons une série Z Uy, & termes quelconques.

n=ng
N Critere de 1'équi-
. | valent
1
1
:
1
:—»[Critére du petit o ]
lim w, # 0 (divergence ' i)
> =t n I_{u” a un signe constant }_» Techniques de comparai !
1 | grossiere) . son !
O : 3 | Critere de compa-
| | ! . | raison
1 . 1 1
lim w, = 1 . 0
"{nﬂﬂo n=0 ! Tester si Z u, est abso- E
: I n=no L Comparaison sé-
! 1umen‘;1 c9nver%ente (avec rie/intégrale
! (4, m'a pas un signe es techniques de compa-
> raison
constant N J

TN

(" . .
1, | Se laisser guider par
| ’énoncé
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Méthodes et exercices a connaitre

Calcul de somme

Si on demande de déterminer la somme d’une série convergente, il n’y a pas tant de méthodes que cela : on reconnait
des sommes usuelles ou on fait un télescopage! Ensuite on peut chercher la limite des sommes partielles.
On peut aussi utiliser le lien entre suite et série (voir un peu plus loin).

e Résultats du cours : Définition 26.1, Définition 26.2, Définition 26.12, Proposition 26.13, Théoréme 26.14
e Exercices ¢ : 26.1 (1 a 11)
e Exercices & : 26.1 (12), 26.2, 26.3 (2)

e Exercices &bty : 26.4

Nature d’une série

Le plan d’étude est donné a la fin du kit de survie du cours. Savoir déterminer la nature d’une série est 1’objectif
prioritaire de ce chapitre!!

Si vous utilisez des résultats sur les séries & termes positifs, précisez bien que les séries sont a termes positifs!! C’est
une erreur qui peut finir par coiiter cher dans un devoir sur les séries.

Voici quelques conseils pour bien utiliser la régle du petit o. Supposons qu’on veuille trouver la nature d’une série
Z Uy, (pas nécessairement a termes positifs).

n=0

. 1 . 1 1 ..
1. On teste si u,, = o — ). Si c’est le cas, comme pour tout n > 1, — = 0 et Z — converge (série de
n—+ow  \ n? n2 1 n2
n=

Riemann), on peut conclure que Z u, converge absolument, donc converge.

n=0

n—-+0o0 n2 ne
avec 1 < o < 2.

. 1 . . 1
2. Sionn’apasu, = o ( mais que vous pensez que la série converge, essayez de montrer que ., = ol —
n—-+40o

1 1
3. Sinon, on teste si — = o(u,). Si c’est le cas et que (u,) est & termes positifs, comme —— diverge (série
: N que (un) D T;f ge (

de Riemann), la contraposée de la régle du petit o permet de conclure que Z diverge.
n=0

e Résultats du cours : Définition 26.1, Définition 26.2, Corollaire 26.4, Théoréme 26.5, Proposition 26.6, Définition
26.7, Théoreme 26.11, Définition 26.12, Proposition 26.13, Théoreme 26.14, Définition 26.15, Théoréme 26.16,
Théoréme 26.19, Théoréme 26.20, Proposition 26.21, Corollaire 26.22

e Exercices & : 26.3 (1), 26.5, 26.6, 26.7

e Exercices &%

FERRERIRET]

o Exercices {atz»

Comparaison série-intégrale

La méthode est & connaitre car elle est parfois indispensable. Les deux résultats de cours sont & savoir redémontrer !

Les comparaisons entre séries et intégrales sont utiles pour justifier qu’une série converge ou diverge, mais aussi pour
trouver un équivalent d’une série divergente.

e Résultats du cours : Lemme 26.17, Théoreme 26.18.

e Exercices & : 26.8

e ge0

o Exercices (o> :

08§48 846
ol

e Exercices
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Lien entre suite et série

Inutile d’apprendre le résultat par coeur, il faut plutét bien le comprendre et savoir le retrouver. Si vous avez une
exercice avec une étude de suite et une série qui semble télescopique, ce paragraphe est utile ©

e Résultats du cours : Proposition 26.23
e Exercices & : 26.9
e FExercices &% : 26.10

o Exercices &5

Exercices plus abstraits

Pour ces exercices, il faut se laisser guider et utiliser les résultats de comparaison des séries (pour ces exercices on se
ramene rarement a des séries de référence mais plutot a des séries données par ’énoncé mais qu’on ne connait pas
explicitement).

e Résultats du cours : Définition 26.1, Définition 26.2, Théoréme 26.16, Théoreme 26.19, Théoréme 26.20, Propo-
sition 26.21, Corollaire 26.22, Lemme 26.17, Théoréeme 26.18.

e Exercices & : 26.12 (1, 2, 4), 26.13 (1)
e Exercices &> : 26.11, 26.14
e Exercices & : 26.12 (3), 26.13 (2), 26.15
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