CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

CHAPITRE 37 ESPACES PREHILBERTIENS
REELS

Dans tout ce chapitre, E' est un R-espace vectoriel.

37.1 Produit scalaire

37.1.1 Définition

r—[Déﬁnition 37.1 - Produit scalaire.} N

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E x E — R vérifiant :
1. Symétrie : pour tout (z,y) € E2, o(z,vy) = p(y, x).
2. Bilinéarité : pour tout e € E, x —> p(z,e) et x —> p(e, z) sont linéaires, c’est-a-dire

V(z,y,2) € E°, VAeR, oAz + 2,y) = Ap(z,y) + ¢(2,9),

V(z,y,2) € E°, YA€ R, oz, \y+ 2) = Ap(x,y) + ¢(, 2).
3. Positivité : pour tout z € E, ¢(x,z) = 0.

4. Séparation (ou définie positivité) : pour tout z € E, p(x,2) =0 < z = 0.

Notation 37.2. Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est généralement noté {(z,y) (ou (x | y) ou encore z - y).
Remarque 37.3. Une application ¢ vérifiant les propriétés 3. et 4. de la définition est dite définie positive.

Remarque 37.4. 1. Pour montrer la bilinéarité, il suffit de prouver la symétrie puis la linéarité en 'une des
variables. En effet, si ¢ est symétrique et @ — ¢(z,y) est lindaire, alors, pour (x,y,z,\) € E® x R,

p(z,y +A2) = p(y + Az, x) car ¢ est symétrique
=o(y,z) + Ao(y, 2) car pour tout e € E, (-, e) est linéaire
= p(z,y) + Ap(2, ) car ¢ est symétrique

2. Si ¢ est bilinéaire, alors on sait que pour tout e € E, ¢(0g,e) = 0 = p(e,0g). Pour montrer que ¢ est définie,
on peut donc se contenter de prouver I'implication : si ¢(x,2) = 0 alors = 0p.

3. Montrer la séparation est rarement trivial et nécessite souvent des justifications. On veillera donc a la prouver
avec la plus grande rigueur.

Exercice d’application 37.5. Montrer que ’application ¢ : R?xR? — R est un produit

) (z1,91), (22,92)) +— T1T2 + Y172
scalaire sur R=.

-
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

Définition 37.6 - Espace préhilbertien, espace euclidien.

N
)

Si E est muni d’un produit scalaire ¢-,-), on dit que (F,{-,-)) est un espace préhilbertien réel. Si de
plus E est de dimension finie, on dit que (F,{-,-)) est un espace euclidien.

Dans toute la suite, (E,{-,)) est un espace préhilbertien réel.

Exemple 37.7 (¥, produit scalaire canonique dans R™)
coordonnées dans R". Alors

Soit n € N*. Si X € R™, on notera (z1,

ey Tpy) SES
(,5: R"xR" — R

n
(X,Y) — XY =) iy

i=1
est un produit scalaire sur R™ est appelé produit scalaire canonique.

1. Symétrie. Soit X,Y € R™.

Y, X) = Z YiZi = Z iy = (X, Y).
=1 i=1

2. Bilinéarité. Soit X,Y,Z € R™ et A € R.

(X +AZ,Yy =) (i + Azi)yi

i=1

2(%‘91‘ + Aziyi)
i=1

Dlwiyi + Az
i=1 i=1
=X, Y)+XZ)Y)

ce qui montre que pour tout e € E, (-, ey est linéaire. La bilinéarité s’en déduit par symétrie.
3. Positivité. Soit X € R™.

(X, Xy=> 2720
i=1

en tant que somme de termes positifs.

i=1

n
4. Séparation. Soit X € R" tel que (X, X) =0. On a Z x? = 0, donc pour tout i € [1,n], 22 = 0 donc x; = 0.
Finalement X = Og». On vient de montrer le caractere défini de ’application.

Finalement, {-,-) est un produit scalaire sur R".
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

Exemple 37.8 (¥, produit scalaire canonique dans M, ,(R)). Soit n,p € N*. Si A e M, ,(R), on notera a; ;
ses coefficients. Alors

CO¥ Mn,p(R) - Mn,p(R)

(A,B) +— tl“(ATB) = i i a; jbi ;

i=1j=1

est un produit scalaire sur M,, ,(R) est appelé produit scalaire canonique, ou tr(}) désigne la somme des éléments
diagonaux d’une matrice M et est appelée trace de la matrice. Les propriétés de la trace et la démonstration de cet
exemple seront donnés I’année prochaine.

Exercice d’application 37.9. ¥ Soit a et b deux réels avec a < b. Dans E = %°([a; b],R), on consideére
(,y: ExE — R
b
(fo) — | roga

Montrer que (E,{-,-)) est un espace préhilbertien réel. Est-ce un espace euclidien ?

-

37.1.2 Norme euclidienne

r—[Déﬁnition 37.10 - Norme euclidienne.] N

Pour z € E, on appelle norme euclidienne de z associée a {-,-) et on note |z| le réel /{x, ).

r—[Déﬁnition 37.11 - Vecteur unitaire.] N\

Un élément x de E est dit unitaire lorsque |z| = 1.

\ J

Exemple 37.12. e Dans E = R™ muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont tous
unitaires.

1
e Pour tout z € E, si x # 0g, — est unitaire.

|z

Proposition 37.13 - Premiéres propriétés de la norme euclidienne.]

1. Séparation. Pour tout z € E, |z| =0 et ||z] =0 < z = 0.

2. Homogénéité. Pour tout = € E et pour tout réel A, [Az| = |A| |z].

3/28
PCSI - 2024/2025 Lycée H. Loritz



CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

Démonstration.

,—[Théoréme 37.14 - Inégalité de Cauchy-Schwarz.] N

Pour z,y e F,
Kz, ol < =] x [yl

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration.
Exemple 37.15. 1. Dans E = R" avec le produit scalaire canonique, pour (z,y) € E? on a :
n n n
Z TiYi| < Z x? x Z y?
i=1 i=1 i=1
ou de maniere équivalente
n 2 n n
i=1 i=1 i=1
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

En particulier, si y = (1,...,1), on obtient

n 2 n
< 2
zi | <n ) zj.
i=1

i=1

b
2. Dans E = %°([a; b],R) muni du produit scalaire (f, g) = f f(t)g(t)dt, on a pour (f,g) € E?,

< \/fbfz(t)dt « \/Jbgz(t)dt.
b
< \/(ba)J £2(1) dt.

,—[Proposition 37.16 - Inégalités triangulaires.] N

b
j F(D)g(t) dt

En particulier pour g : t — 1,

Lb Ft)dt

Soit (z,y) € E2.

1. Premiére inégalité triangulaire. |z + y| < ||z]| + |y|.

2. Cas d’égalité. |z +y|| = |z + |yl = Ja =0, z =ay ou Ja >0, y = az.
3. Seconde inégalité triangulaire. | |z — |y| | < |z + y|.
Démonstration.

En développant par bilinéarité et en utilisant la symétrie, on obtient
le+y|* = @+ y. 2+ y) = w0y + (@ y) + @w) + oy) = o] + 2y + Jy)*
1. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, (z,y) < |{z,y)| < |z ||ly|, ainsi
2 2 2
|z +ylI” < =] + 2= [yl + ly|

cest-a-dire |z + y|* < (|z|+]y|)?. Puisque les normes sont positives et que la fonction racine carrée est croissante
sur R, alors
|z +yll <z + lyl

ce qui prouve l'inégalité triangulaire.

2. Il y a égalité si et seulement si [z, y)| = (x,y) = ||z| x |y||. Or on sait que |{z,y)| = |z| |y| si et seulement si z
et y sont colinéaires, ce qui équivaut a l'existence de a € R tel que z = ay ou y = ax.
Dans les deux cas, (x,y) est du signe de a. Or {(z,y) = [{(z,y)| équivalent a {x,y) > 0. Finalement, ||z + y| =
[ + |yl si et seulement s’il existe « = 0 tel que z = ay ou y = ax.

3. On remarque que = = (z + y) + (—y) donc d’aprés la premiére inégalité triangulaire, ||z| < |z + y| + |y, ou
encore |z| < |z +y| + |y]|. On en déduit

|zl =yl < = +yl -
De méme, en échangeant les réles de x et y, on obtient
Iyl =zl < |z +yl -

Puisque | |z — |y| | = max(||lz| — |y], |y| — |=]), on peut conclure. O

,—[Proposition 37.17 - Identités remarquables.] \

Soit (z,y) € E2.
L |z +y)* = o) + 2¢, 90 + [y)*.
2. & -yl = |o|* - 2<z,9) + Jyl*.
3. (w+y,w—y) =] — Jy|*

4. Identité de polarisation. {(z,y) = <||$ R y||2>

| =

5/28
PCSI - 2024/2025 Lycée H. Loritz



CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

Démonstration.

37.2 Orthogonalité

37.2.1 Vecteurs orthogonaux

Définition 37.18 - Vecteurs orthogonaux.]

Soit x,y € E. On dit que z et y sont orthogonaux lorsque {x,y) = 0. On note alors = L y.

Exemple 37.19. 1. Og est orthogonal & tout vecteur de F.

2. Dans R* avec le produit scalaire canonique, posons = = (1,1,1,1). Les vecteurs
(0,0,0,0), (1,—1,0,0) et (2,—1,—1,0)

sont tous orthogonaux a x.

1
Exercice d’application 37.20. Dans l'espace E = ¢°([0; 1],R) muni du produit scalaire {f, g) = j F(t)g(t)dt,
0

on considere les applications f1 : ¢t —> 1, fo : t —> cos(nt) et f3 : t — sin(nt).
Parmi ces trois vecteurs, lesquels sont orthogonaux ?

-
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

37.2.2 Orthogonal d’une partie

,—[Déﬁnition 37.21 - Orthogonal d’une partie.] N

Soit X une partie de E. On appelle orthogonal de X et on note X ’ensemble des vecteurs de E qui
sont orthogonaux a tous les vecteurs de X :

Xt={zeE|VeX, zly}.

Proposition 37.22 - Orthogonal de ’espace entier.}

On a E*+ = {0g}.

Démonstration.

Soit « € E+. Le vecteur x est par définition orthogonal & tous les vecteurs de E, donc il est en particulier orthogonal
a lui-méme, d’ott {(z,z) = 0 et ainsi x = 0g. On a montré E+ < {0g}.

Puisque O est orthogonal & tous les vecteurs de E, on a {0g} < E*.

Finalement, £+ = {0g}. O

Théoréme 37.23 - L’orthogonal est un sous-espace vectoriel.]

Soit X une partie de E. Alors X' est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

Proposition 37.24 - Caractérisation de ’orthogonalité a 1’aide d’une famille génératrice finie. |

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose que F' posséde une famille génératrice finie (u1, ..., up).

Alors pour tout x € F,
re Ft <= Vie[l,p], =Ll u.

Démonstration.
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

Exemple 37.25. Dans Iespace euclidien canonique R3, le plan vecteur d’équation 3z — y 4+ 2z = 0 n’est jamais que
Porthogonal {(3,—1, 2)}1‘7 car pour tout (z,y,z) € R3, ((3,-1,2), (z,y, 2)) = 3x — y + 2z. En termes géométriques, le
vecteur (3,—1,2) est normal au plan d’équation 3z —y + 2z = 0.

1

Exemple 37.26. Dans E = %°([0; 1],R) muni du produit scalaire {f,g) = J- f(t)g(t)dt, considérons F =
0

Vect (z — 1).

Ona:Fl{f€E|<f,xH1>O}{feE‘Llf(t)dtO}.

Exercice d’application 37.27. Dans R* muni du produit scalaire canonique, déterminer l'orthogonal de F =
Vect ((1,...,1)).

-

Exercice d’application 37.28. Dans Ry[X], on considére I'application ¢ définie pour tout (P, Q) € Ro[X]? par
o(P,Q) = P(-1)Q(-1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1).

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. Dans Ry[X] muni du produit scalaire ¢, déterminer l'orthogonal de F' = Ry [X].
-
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

37.2.3 Familles orthogonales

,—[Déﬁnition 37.29 - Famille orthogonale, orthonormale.j N

Soit (u1, ..., u,) une famille de vecteurs de E.

e On dit que (ug,...,up) est une famille orthogonale lorsque les vecteurs u; sont deux & deux
orthogonaux :
v(iaj)e[[lvp]]Qy 7«5‘&]:>U1J_u_]

e On dit que (u1,...,up,) est une famille orthonormale lorsque les vecteurs u; sont deux a deux
orthogonaux et unitaires :

. 2 oo _ )0 sii#Eg
vid) el u={{ 5 127
Exemple 37.30. 1. Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique (ey,...,e,) est une famille

orthonormale. En effet, fixons (i,5) € [1,n]*. Sii # j, (i ejy=0x0+---+1x04---+0x1+---+0x0=0.
Sii=j,alors {ej,ej) =024 +0>+12+ 0%+ ---+ 0% = 1.

1
2. Dans €°([0; 1] ,R) muni du produit scalaire (f, g) = J f(t)g(t) dt, considérons les vecteurs
0

fiit—1, fa 1 t —> cos(mt), f3 1 t —> sin(nt).

La famille (f1, fa, f3) n’est pas orthogonale car f; et fs ne sont pas orthogonaux (cf. Exercice d’application
37.20).

1 2T

Exercice d’application 37.31. Dans ¢°([0; 27],R) muni du produit scalaire {f, g) = = f(t)g(t)dt (a faire :
T Jo

vérifier que cette application est bien un produit scalaire), considérons les vecteurs :

fiit— L fa 1t —> cos(t), f3 1t —> sin(t).

\/57
Montrer que la famille (f1, f2, f3) est orthonormale.

-
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Théoréme 37.32 - Liberté pour une famille finie orthogonale, orthonormale.}

Une famille de cardinal fini orthogonale ne comprenant pas Og est libre. En particulier, une famille ortho-
normale est une famille libre.

Démonstration.
,—[Théoréme 37.33 - Propriété de Pythagore.] N\
Soit (u1, ..., u,) une famille de vecteurs de E. Si la famille (u1,...,u,) est orthogonale, alors
P 2 p )
Drwi| =l
i=1 i=1
Démonstration.
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

?2 ATTENTION @

La propriété de Pythagore présentée ici n’est qu'une implication.

,—[Théoréme 37.34 - Théoréme de Pythagore.} N

Soit x,y € E. Alors r+y -~ y

2 2 2
rly < |z +y|” = |z|” + [yl

Démonstration.

37.2.4 Orthonormalisation d’une famille finie de vecteurs

,—[Lemme 37.35 - « Redressement » d’un vecteur pour le rendre orthogonal a d’autres.]—

Soit (e1,...,ep) une famille orthonormale de E. Soit = € E. Alors
P
x— Z (x,eryer € Vect (eq, ..., ep)J‘ .
k=1

Démonstration.
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x—{(x,e1)e; —(x,ez)es

<Jj, €2> €2

Présentation du probléme. On suppose donnée une famille libre (e, ..., e,) de E. On veut construire une famille
orthonormale (ug,...,u,) de E pour laquelle pour tout k € [1,n], Vect (u1,...,ur) = Vect (e1,...,ex).

Explication de la méthode pour trois vecteurs. On suppose donnée une famille libre (eq, €2, e3). On va construire
successivement uq, ug puis us.

1. Construction de u;. On pose u; = ﬁ (on a bien e; # 0, sinon la famille (e1, e2, e3) ne pourrait étre libre). Ce
€1
. . . . ey lea] _
choix convient puisque Vect (u1) = Vect (e1) et |Jui| = Tell = Teal =
€1 €1

— €1
1= T

Vect (e, e >
e1 ( 1

2. Construction de us.
e Redressement du vecteur es. Le vecteur s = ez — (e, u1)uy est orthogonal & u; d’apres le Lemme 37.35
(car la famille (u;) est orthonormale).
U e —{eo, U1yl
e Normalisation. Le vecteur us = A2 . Ce2, u1) est normal.
laso] ez — ez, urpu
Puisque u; € Vect (e1), on a par construction us € Vect (e, €3).

2 =€z —{e2, U)W €2, U1) UrVect (e1,e2p>
€1
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3. Construction de us.

e Redressement du vecteur e3. Le vecteur i3 = e3 — {eg, u1yu; — (€3, ua) us est orthogonal & u; et ug d’aprés
le Lemme 37.35 (car la famille (u1,u2) est orthonormale).

L. U3 €3 — (€3, U1) U1 — €3, U2)U2
e Normalisation. Le vecteur us = = Cea, 1) Ces, uz) est normal.

las] — lles — es, u1yur — es, uz) us|

Puisque ug € Vect (e1, e2), on a par construction uz € Vect (e1, €2, e3).

Uz = ez — (e, u1yuy — {es, uz) us

PR NN

En itérant le processus, on peut obtient le résultat suivant.

r—[Théoréme 37.36 - Procédé d’orthonormalisation de Gram—Schmidt.} N\
Soit (e, ..., ey) une famille libre de E. Alors il existe une unique famille orthonormale (ug,...,u,) de E
pour laquelle pour tout k € [1,n], Vect (u1,...,ur) = Vect (e1,...,ex) et {eg,ugy > 0.

Les vecteurs uq,...,u, peuvent étre construits de proche en proche depuis u; jusqu’a u,. Pour tout
k € [1,n], si on a construit uy,...,ug_1 et si on pose

k=1
ik =ex — Y, e, ui)u;
i=1

>

k
alors up, = ——.
ik
La famille (ug,...,u,) obtenue est appelée orthonormalisée par le procédé de Gram-Schmidt de la
famille (eq,...,ep).
Démonstration.
Pour tout n € N*, on pose H,, : «si (e1,...,e,) est une famille libre de E, alors il existe une unique famille orthonormale
(uq,...,uy) vérifiant pour tout k € [1,n], Vect (u1,...,ur) = Vect (e1,...,ex) et {eg,up) > 0 ».
e Soit (e1) une famille libre de E. Alors e; # 0g donc on peut poser u; = H—el. La famille (u;) est orthonormale,
€1
Vect (uy) = Vect (e1) et {ey,u1) = |e1]| > 0. Donc H; est vraie.
e Soit n € N* tel que H,, soit vraie. Soit (eq,...,e,+1) une famille libre de E.
D’apres H,,, puisque (e, ..., e,) est libre, il existe une famille orthonormale (uy, ..., u,) telle que Vect (eq,. .., e,)
Vect (ug,...,u,) et pour tout k € [1,n], {ex,ug)y > 0.
Déterminons wu,11 en raisonnant par analyse/synthése.
o Analyse. Supposons qu’'un vecteur u, 1 convenable existe. Alors
Vect (e1,...,en41) = Vect (w1, ..., Upy1)
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n+1
donc il existe ay,...,a,+1 € R tels que uy, 41 = Z Q€.
k=1

n
Or Z agex € Vect (eq, ..., e,) et on sait que Vect (eq, ..., e,) = Vect (ug, ..., uy,) done il existe Aj, ..., A\,

k=1
n n
des réels tels que Z apep = Z AL U -
k=1 k=1
Finalement, w,+1 = ae,+1 + Ajug + -+ + Ay, ot Uon a noté plus simplement « le réel oy, 1. L'intérét de
cette écriture est que nous allons pouvoir exploiter 'orthonormalité de la famille (ug, ..., uyq1).

Soit i € [1,n]. Alors, par linéarité du produit scalaire par rapport a sa premiére composante,

(ng1, iy = alensr, iy + Y A Qi) = @ engr, i) + Ai.

k=1
car (u,...,u,) est orthonormale.
Or (upy1,u;y =0, done \; = —a (e, i1, u;). On vient d’obtenir que
n
Upt1 = | epp1 — 2 Ceny1, Uipu; | -
k=1
Il ne reste plus qu'a déterminer «. Pour cela, calculons {11, u,+1). De méme que précédemment, on
obtient :
(Un g1, Uns1) = @lent1, Unt1) -
1
Or on sait que |un4+1] =1 et que {es11, upn+1y > 0, ce qui montre que « = ——— > 0.
(ent1,Unt1)
Finalement, on a obtenu que si u,4; existe, alors
Up+1 = & (en+1 - <en+17 ’LL1>U1 - <€n+1a UQ>U,2 T e T <en+17 un> un) )
ol « est 'unique réel strictement positif tel que [u,+1] = 1.
o Synthese. Introduisons le vecteur
n
Upt1 = €np1 — Z (ent1, Uk) Ug.
k=1
Vérifions que 1,11 est orthogonal & u; pour tout i € [1,n] et que Vect (u1, ..., up, Unt1) = Vect (e1,...,en41).
Soit i € [1,n].
n
(g1, i) = {€ny1, Ui) — Z (ent1, up) (U, Uiy
k=1
= (en+1,Ui) — (€ny1,Ui)
=0
car la famille (uq,...,u,) est orthonormale, donc {ug,u;y = 0 si k # i et (us,u;y = 1. Ainsi 4,11 est
orthogonal & u; pour tout ¢ € [1,n].
Par ailleurs, remarquons que ,,41 # Og car sinon e, 41 € Vect (uq,...,u,). Or onsait que Vect (ug,...,u,) =
Vect (eq, ..., e,) (par hypothése de récurrence), ainsi on aurait e, 1 € Vect (e1,...,e,) ce qui est absurde
puisque la famille (eq,...,e,41) est libre.
. . . . .
Ainsi 4,41 # 0g. On peut donc introduire u, 11 = I HunH (cf. phase d’analyse) : u,41 est alors uni-
Un+1
taire et orthogonal & tous les u; pour i € [1,n]. Puisque la famille (uq,...,u,) est orthonormale, alors c’est
également le cas de la famille (w1, ..., up41).
Vérifions que Vect (e1,...,en41) = Vect (uy, ..., u,11). Puisque, via H,,, Vect (eq, ..., e,) = Vect (uy, ..., up)
et Upy1 = I H Un+1, 1l nous suffit de vérifier que e, 11 € Vect (u1, ..., Up, tp+1) €t que G, 41 € Vect (eq, ..., ept1).
Up+1
Or
n
Upil = €ni1 — Z (ent1,upyug € Vect (ug, ..., Up,€ni1)
k=1
donc iy, € Vect (e1,. .., €, en11) puisque Vect (eq,...,e,) = Vect (ug, ..., u,). Par ailleurs,
n
Ent1 = iln+1 + Z <en+17 uk>uk € Vect (ula sy Up, G/’I’LJ"I) ’
k=1
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

On en déduit alors que Vect (e1,...,e,11) = Vect (U1, ..., Upt1).
11l ne reste plus qu’a vérifier que (€, 41, Up+1) > 0. On a :

(ent1; Unt1) = <un+1 + Z (en+1, uk) U, un+1>

n
— <ﬁ/n+1 ) un+]> + Z <en+1 B} uk> <uka un+1>

k=1
= {lpt1, Unt1) (u1,...,Ups1) est orthonormale
= [[tpya
9 N ,
d’ot {ept1,Upt1) > 0.
On vient de montrer que H,, 1 est vraie.
Finalement, le principe de récurrence assure que H,, est vraie pour tout n € N*. ]

Exemple 37.37. Dans Ro[X] muni du produit scalaire (P, Q) = P(—1)Q(—1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1), orthonorma-
lisons la base canonique (1, X, X?).

1
1. Onallll>’=1+1+1=3. Posons U; = —.
1] =7
2. Posons Us = X — (X,U;>U;.On a:
X, U)y==-U1+U; =0
N ~ 112 1
Ainsi U = X. Or HUQH = (—=1)2+ 02+ 12 = 2. On pose donc Us = \—@X.
3. Posons U = X2 — (X2 U1 YUy — (X%, Us)Us. On a :

1 1 2 —1 1
X2U)=(-12x —=+12x —=—"— et (X2 U)=(-12x —=+1%2x —=0.
U =(CDTx ZHlix = ot (XU = (1 x a4 Tx s
4 6 2
A1n51U3 X2—fOr UgH 7+9—|—§ .Onposedoncngf(XQ—g).

Finalement la famille (Ul, Us, Us) est une famille orthonormale de Ro[X] (c’est méme une base orthonormale puisqu’elle
comporte 3 = dim(Ry[X]) vecteurs).

Exercice d’application 37.38. Dans R? muni du produit scalaire canonique, considérons les vecteurs
e1 =(1,0,1), ex=(1,1,1) et e3=(-1,1,0).

La famille (e, ea, e3) est libre (la vérification est laissée en exercice, rapide avec un déterminant!). Appliquer le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a cette famille.

-

1
Exercice d’application 37.39. Dans ¢°([0; 1],R) muni du produit scalaire {f,g) = J f(t)g(t) dt, considérons
0

les vecteurs
fit—1, g:t—t et h:t—t>.

La famille (f,g,h) est libre (vérification laissée en exercice). Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt a cette famille.
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

37.3 Espaces euclidiens

Dans cette partie, E est un espace euclidien de dimension n non nulle.

37.3.1 Bases orthonormales

Définition 37.40 - Base orthonormale.]

Une base de E est dite orthonormale si c¢’est une famille orthonormale.

Exemple 37.41. Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique est une base orthonormale.

Proposition 37.42 - Famille orthonormale de n vecteurs.]

Une famille orthonormale de n vecteurs de E est une base orthonormale.

Démonstration.
Une famille orthonormale est libre et une famille libre qui contient n = dim(E) vecteurs est une base de E. O

Théoréme 37.43 - Existence d’une base orthonormale.]

Tout espace euclidien possede une base orthonormale.

Démonstration.
Un espace euclidien est de dimension finie, donc il posséde une base. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
appliqué a 'une des bases fournit alors une base orthonormale. ]
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

Corollaire 37.44 - Théoréme de la base orthonormale incompléte.]

Toute famille orthonormale de F peut étre complétée en une base orthonormale.

Démonstration.

Une famille orthonormale (eq, ..., e,) de E est en particulier une famille libre, qui peut donc étre complétée en une base
de E (théoreme de la base incomplete) : (eq,....ep,€p41,.. ., ey ). Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

) s Epy Ep+1, )
fournit alors une base orthonormale de E, dont les p premiers vecteurs sont les vecteurs eq,...,e, de notre famille
orthonormale de départ. O
r—[Théoréme 37.45 - Coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale.] N\
Soit B = (eq,ea,...,e,) une base orthonormale d’un espace vectoriel euclidien E de dimension n.

n

Pour tout vecteur x de E, on a x = 2 (z,eryer : cela signifie que les coordonnées de x dans B sont

k=1
<<x,el>,<x,eg>, . ,<x,en>>.
Démonstration.
n
Soit « € E. D’apres le Lemme 37.35, = — 2 {x,eryer est orthogonal & eq,...,e,, donc a tout vecteur de E. Cest
k=1
donc le vecteur nul. ]
(z,e3)e3
PP NN
- e

<$a €1> €1

,—[Théoréme 37.46 - Expression du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormale.J

Soit (eq,...,e,) une base orthonormale d’un espace vectoriel euclidien E de dimension n. Soit z,y € E.
Notons (z1,...,%s) €t (y1,--.,Yn) les coordonnées respectives de z et de y dans (ey, ..., e,). Notons X et
Y les matrices colonnes constituées des coeflicients (z1,...,x,) et (y1,...,yn) respectivement. Alors

n n
(z,y) = Zﬂ«"kyk:XTY et |z| = ZzﬁzVXTX.
k=1

k=1
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Démonstration.
On a

(@, y) Zﬂ?mh Zyjej
2

n
ZjY;j <61:, @j>
i=1j=1

L’expression de la norme s’en déduit immédiatement.

O

Remarque 37.47. Ce théoréeme montre que le produit scalaire canonique sur R™ est 'archétype de tous les produits
scalaires des espaces euclidiens. Calculer le produit scalaire (z,y) dans un espace euclidien abstrait revient a calculer
le produit scalaire canonique des coordonnées des vecteurs x et y dans une base orthonormale quelconque.

@ ATTENTION @

| Tout ceci est faux si la base n’est pas orthonormale!

37.4 Projection orthogonale sur un espace de dimension finie

Dans cette partie, E est un espace préhilbertien et V' est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie non nulle.

37.4.1 Supplémentaire orthogonal

,—{Déﬁnition 37.48 - Parties orthogonales.]

tout vecteur de B. Le cas échéant, on

Deux parties A et B de FE sont dites orthogonales si et seulement si tout vecteur de A est orthogonal &

note ALB.

,—[Théoréme 37.49 - Existence et unicité du supplémentaire orthogonal.]

L’espace V*+ est un supplémentaire de V dans E orthogonal & V et c’est méme le seul. On l'appelle le
supplémentaire orthogonal de V dans E.

Démonstration. e 11 est clair que FLF*.

e Soit z€ V VL. Alors xLx = 0, ce qui signifie que {(x, z) = 0 puis par séparation x = 0g. Ainsi V n VL < {0g}.
L’autre inclusion étant vraie car V' n V= est un sous-espace vectoriel, on obtient V n V+ = {0g}.

e Soit z € E. Comme V est de dimension finie, nous pouvons en donner une base orthonormale (vy, ...

éventuellement vide. D’apres le Lemme ,

T —

Z (x,vpd v € Vect (vy, ... vn)" = V+

k=1

:U’n)v

donc z € V + V*. Ainsi E ¢ V + VL. L’autre inclusion étant vraie par définition de V 4+ V', on a obtenu
V 4+ V+ = E puis avec le point précédent V@ V+ = E.

Lycée H. Loritz
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CHAPITRE 37 : Espaces préhilbertiens réels

o Il reste & démontrer que V= est le seul supplémentaire de V dans E orthogonal a V.
Soit V'’ un supplémentaire de V dans E orthogonal & V. On a V' < V-t car VLV'.
Pour l'inclusion réciproque, fixons 2 € V+. Comme E =V + V', il existe v € V, v/ € V' tels que = v +v'. Donc

w,vy={v+7,v) carv' e VtetveV
={x,v)
=0 carzeVietveV

puis v = 0 par séparation. Ainsi, z = v’ € V', ce qui prouve que V+ < V'
Finalement, V = V', O

Remarque 37.50. Il existe un seul supplémentaire orthogonal, mais plusieurs supplémentaires quelconques.

On a démontré que si V est un sous-espace vectoriel quelconque, alors V et V' sont supplémentaires dans E. Par
contre, il n’est pas vrai en général que V et V1 soient supplémentaires dans E (le théoréme assure que c’est vrai si V
est de dimension finie).

Exemple 37.51. On munit M, (R) de sa structure euclidienne canonique, ce qui signifie qu’on travaille avec le
produit scalaire canonique de M,,(R). On veut montrer que S,,(R)* = A, (R).

e Pour tous S € S,(R) et A€ A,(R).

(A,S)=tr(ATS)

= —tr(AS) on admet cette année que tr est linéaire
= —tr(SA) admis aussi pour I'instant
= —tr(STA)

=—(54)

=—(4,5)

donc (A4, S) = 0. Ainsi, S,,(R) LA, (R), puis S,,(R) et A, (R) sont en somme directe (cf. Remarque 37.50).

e Pour tout M € M, (R),
M4 MT M-MT

M 2 + 2
—_ Y
€Sn(R) €An(R)

donc M, (R) =S,(R) + A,(R).
e Finalement, S, (R) est le supplémentaire orthogonal de A, (R). On en déduit par unicité du supplémentaire
orthogonal que A, (R) = S, (R)*.

Corollaire 37.52 - Bi-orthogonal.}

OnaVilt=v.

Démonstration. e L’inclusion V < VL signifie que tout vecteur de V est orthogonal a tout vecteur de V*, ce qui
est évident par définition de V.
e Soit € V1. Comme en particulier z € E et que l'on sait que V@ V' = E, on obtient qu'il existe un unique
couple (v,0") eV x V+t telquez =v+v'.Ona:

Gy =v+' o) car vl
oty
=0 car z1v

donc v' = 0 par séparation, puis = v € V. On a montré que V++ c V.

e Finalement, on a obtenu par double inclusion que V = V++, L]

Remarque 37.53. On a démontré que l'inclusion V < V1 était vraie pour une partie quelconque de E. En revanche,
I'inclusion réciproque n’est pas toujours vérifiée si V' n’est pas un sous-espace vectoriel de dimension finie.
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Exercice d’application 37.54. < On se place dans R* muni de sa structure euclidienne canonique. On considere
le plan P d’équations x + 2y + 3z 4+ 4t = 0 et  — 3t = 0. Déterminer le supplémentaire orthogonal de P.

-

Corollaire 37.55 - Dimension de I’orthogonal en dimension ﬁnie.]

Soit E un espace euclidien et V' un sous-espace vectoriel de E. Alors

dim(V*) = dim(E) — dim(V).

Démonstration.
Puisque V est de dimension finie, on a V@®V+ = E. Comme FE est de dimension finie, on en déduit dim(V)+dim(V )

dim(E), d’ott dim(V+) = dim(E) — dim(V). O

37.4.2 Projection orthogonale

Définition 37.56 - Projection orthogonale.]

On appelle projection orthogonale sur V' ou projecteur orthogonal sur V la projection sur V de
direction V+.

Comme V est de dimension finie, E =V @ V+
VJ_
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,—[Proposition 37.57 - Expression du projeté orthogonal dans une base orthonormale.]—

Soit (v1,...,v,) une base orthonormale de V. Soit « € E. Notons p(z) le projeté orthogonal de z sur V.
Alors

p(x) = Z (&, V) V.
k=1

Démonstration.
On a
n n
x = 2 {x, vy v + (x - 2 <x7/uk>vk>
k=1 k=1
n n
avec Z {x,vpyvp € Vet x — 2 (z,vp)vr € VL d’aprés le Lemme 37.35. O
k=1 k=1

= {z,v1)v1 + {(T,v2) V2

Proposition 37.58 - Caractérisation de la projection orthogonale.]

Soit x, p(x) € E. Le vecteur p(z) est le projeté orthogonal de x sur V si et seulement si

px)eV et z—p(x)e V>t

Démonstration.
Comme V est de dimension finie, on a £ =V @ V+. Notons (v,v') € V x V+ I'unique couple tel que 2 = v + v’

e Supposons que p(x) soit le projeté orthogonal de x sur V. Par définition p(z) = v € V. De plus, z—p(z) = v’ € V4.
e Supposons que p(z) € V et x — p(z) € V. On remarque que
o+ v _=z= plz) +z-p)

S = _—
ev eve 7 cvL

donc par unicité de la décomposition dans une somme d’espaces supplémentaires, v = p(x) ce qui signifie que
p(z) est la projection orthogonale de z sur V. ]

Meéthode 37.59. Déterminer un projeté orthogonal en pratique

Pour déterminer le projeté orthogonal d’un vecteur z sur un sous-espace vectoriel de dimension finie V', il y a
deux méthodes.

1. Si on dispose d’une base orthonormale, on utilise la Proposition 37.57 qui donne directement le projeté.

2. Sinon, pour éviter la pénible construction d’une base orthonormale avec le procédé de Gram-Schmidt, on
peut utiliser la Proposition 37.58.
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Exemple 37.60. On note F le sous-espace vectoriel Vect (cos,sin) de €°([0; 27],R). Déterminons le projeté ortho-
27

gonal de Id sur F' pour le produit scalaire (f,g) — J f)g(t)dt.

Faisons quelques calculs préliminaires utiles pour la suite.

2m 2m . 2m
1 2t t 2t
o |lcos|® = cos(t)? dt = 1 cos(2t) dt = |-+ sin(2t) =
0 0 2 2 4 1o

e De méme, [sin|® = 7.

e {cos,sin) = f;w cos(t) sin(t) dt = [

. 2
2t
sin( )] = 0, donc la famille (cos, sin) est orthogonale.

27 ) q27 27 ) 27 27 ]
o J teit dt = [t X (—u)e“}o —f (—i)e" dt = —2im, donc (Id,sin) = J- tsin(t)dt = Im (J te' dt) =
0 0 0
Im(—2ir) = —27.
e De méme, (Id, cos) = 0.

Montrons maintenant comment utiliser les deux stratégies présentées dans la méthode pour déterminer le projeté
demandé.

1. Premiére stratégie. On orthonormalise la base (cos, sin) de F grace a l’algorithme de Gram-Schmidt. Cette famille

, . N . cos  sin cos sin
étant déja orthogonale, il ne reste qu’a la normaliser : , — = | —, —= ] est une base orthonormale
[cos|’ ||sin]| VTN

de F. Le projeté orthogonal de Id su F est finalement donné par la formule de la Proposition 37.57 :

CcOos \ COs sin \ sin
Id,— )— Id,— ) — = —2sin.
< Ve N VR e T T

2. Seconde stratégie. Notons p(Id) le projeté orthogonal de Id sur F et (A, p1) ses coordonnées dans la base (cos, sin)
de F, de sorte que p(Id) = A cos +usin. Nous savons également (cf. Proposition 37.58) que Id — p(Id) € F'*, ce
qui fournit

0 = (Id — p(Id), cosy = (Id — A cos —psin, cos) = (Id, cos) — A |cos|* — p (sin, cos) = —Arr

et
0 = (Id — p(Id), sin) = (Id — A cos —psin, sin) = (Id, sin) — A (cos, sin) — p |sin||* = —27 — pr

donc A =0 et ;4 = —2. Finalement, on retrouve p(Id) = —2sin.

Exercice d’application 37.61. Dans R? muni du produit scalaire canonique, on considére le sous-espace vectoriel
V =Vect ((1,1,1),(1,0,1)). Soit a = (x,y, z). Déterminer py (a).

-
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1
Exercice d’application 37.62. Dans ¢°([0; 1],R) muni du produit scalaire {f, g) = J f(t)g(¢t) dt, considérons
0
V = Vect (t — 1,t — t). Déterminer le projeté orthogonal sur V de h : t — t2.

-
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Remarque 37.63. Dans le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, si (e1, ..., e,) est une famille libre de E
et (u1,...,up) est son orthonormalisée de Gram-Schmidt, on a déterminé les expressions des wuy, en fonction des e; :

k—1
1 1
up =-——e; et Vke[2,n], up = —1x ol U = e — Z ek, u;y€;.
lea] | =

On remarque alors que 4y, = e — pp,_, (€r), oit Fi,_1 = Vect (eq,...,ex—1) = Vect (U1,...,Up_1)-

37.4.3 Cas particulier des hyperplans

Définition 37.64 - Vecteur normal.}

Soit F un espace euclidien de dimension non nulle et H un hyperplan de E.

Le sous-espace H* est une droite vectorielle dont tout vecteur non nul est appelé un vecteur normal a
H.

Démonstration.
H est de dimension finie, donc £ = H @ H+. Comme de plus E est de dimension finie et que H est un hyperplan,

dim(H?) = dim(E) — dim(H) = dim(E) — (dim(E) — 1) = 1.

,—[Proposition 37.65 - Projection sur un hyperplan.]

Soit F un espace euclidien de dimension non nulle et H un hyperplan de FE. Notons a un vecteur normal
a H. Soit x € E. Notons p(z) le projeté orthogonal de x sur H. Alors

ou encore p(z) = x —{x,aya si a est unitaire.

\ J

Démonstration.

La famille est une base orthonormale de Vect (a), donc le projeté orthogonal de x sur Vect (a) vaut

< a > a {(x,aya
Ty ) = .
el / Nal - fa)?

(x,aya

—.
lal

a
la]

On en déduit que son projeté orthogonal sur H = Vect ((1)L vaut x —

a a
oo\ a
< ’Ha|\> Tal £~ _
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37.4.4 Distance a un sous-espace

Théoréme 37.66 - Inégalité de Bessel.]

Soit « € E. Notons py (z) le projeté orthogonal de x sur V.

lpv ()] < =] -

Démonstration.
On a z — py(z) L py(z) done, d’apres le théoreme de Pythagore,

2 2 2 2
|z” = llz = pv(z) + pv (@) [" = [z = pv (@) [ + [pv ()]
puis [z = |pv (z)|?. La racine carrée étant une fonction croissante sur R,

|z = pv ()] -

— Lemme 37.67. ~

Soit « € E. py(z) est I'unique vecteur de V' vérifiant

|z = pv (2)] = min |z — y] .
yev

Démonstration.

Vérification de [’égalité. Soit y € V. Montrons que |z — py (2)| < |z — y|.

Onax—py(xr)e Vet yeV, ainsi que py(z) € V. Donc = — py(x) L py(z) —y. Le théoréme de Pythagore fournit
alors :

2 2 2
|z = pv () +pv(e) —y|" = |z = pv(@)|" + [pv(2) - y]
d’ont
2 2
|z =y = o —pv ()]
Les normes étant des réels positifs, on a donc |z —py(x)| < || —y|. Ceci étant vrai pour tout y € V et comme
py(z) € V, on en déduit |z — py(x)|| = mi‘r/l |z — yl|-
Ye
Unicité. Montrons maintenant que py (x) est I'unique vecteur de V' ayant cette propriété. Soit yo € V' vérifiant |z — yo| =
mi‘I} [z — y|. Montrons que yo = py (z).
ye
On sait que yo, py(z) € V donc ||x — yo| < |2 — py(z)| (par définition de yo et puisque py (x) € V) et |x — py(z)]| <
[z — yo| (par la propriété démontrée avant sur py (x) et puisque yog € V). Par double inégalité,

|z = pv(2)] = llz = yol -

Or
r—yo=1z—pv(z)+pv(z)—yo-
—_—— —/ —
evLi ev

Puisque © — py (z) L py(z) — yo, le théoréme de Pythagore assure que

2 2 2
[z = yol” = & = pv (@) " + [pv (z) = yol~-

Or || — yo| = ||z — pv ()|, donc |[pv(x) — yo| = 0 puis yo = py () ce qui prouve l'unicité. O
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,—[Déﬁnition 37.68 - Distance a un sous-espace vectoriel de dimension ﬁnie.] N\

On appelle distance de x & V et on note d(x, V) le réel :

d(w, V) = min o — o]
yeV

On a donc
d(z,V) = |z —pv(2)].

z—pv(z) g

Exemple 37.69. On reprend I'Exercice d’application 37.62. La distance de h : t — t2 au sous-espace V engendré
par les fonctions f :t+—— let g:t—t est

1 1 2
ww%=h—mwﬂ=Lw@—mwwW&=LO“*+D =35

1

Finalement, d(h,V) = ——=.
(h, V) W

Exercice d’application 37.70. Dans R? muni du produit scalaire canonique, fixons (a,b) # (0,0) et

D = {(z,y) e R*| ax + by = 0}.

Soit u = (xg,yo). Calculer d(u, D).

-
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Questions de cours

© X NS oA ®N e

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22,

23.

24.
25.
26.

Donner la définition de produit scalaire.

Donner la définition d’espace préhilbertien, d’espace euclidien.

Donner le produit scalaire canonique sur R™.

Donner la définition de norme euclidienne.

Donner la définition de vecteur unitaire.

Enoncer les propriétés de séparation et d’homogénéité pour une norme euclidienne.
Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Enoncer les inégalités triangulaires (premiere inégalité, cas d’égalité et seconde inégalité).

Soit (z,y) € E%. Compléter les identités remarquables suivantes :
2 2
lz+y|" =... |z —y|"=... e+y,z—y)=...

Enoncer l'identité de polarisation.

Définir la notion de vecteurs orthogonaux.

Donner la définition d’orthogonal d’une partie X de FE.
Que vaut 'orthogonal de ’espace entier ?

Si (u1,...,up) est une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel F' et = € E, alors compléter :

reFl — ...

Donner la définition de famille orthogonale (resp. orthonormale).

Peux-on affirmer qu'une famille orthogonale est libre 7 Génératrice ?

Enoncer la propriété de Pythagore et le théoréme de Pythagore.

Décrire le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Donner les coordonnées de x € E dans une base orthonormale (eq,...,e,) de E.

Si E' est un espace préhilbertien et V' est un sous-espace vectoriel de dimension finie, existe t-il un supplémentaire
orthogonal de V dans E ? Si oui, que peut-on dire de V++? De dim(V+)?

Définir la notion de projection orthogonale.

Soit (v1,...,v,) une base orthonormale d’un sous-espace vectoriel V' de E. Notons p la projection orthogonale
sur V. Donner l'expression de p(z) en fonction de vy,...,v,.

Soit x, p(x) € E. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que p(z) soit le projeté orthogonal de z sur
V.

Donner la définition de vecteur normal.
Donner la formule de projection sur un hyperplan.

Définir la distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie ainsi que la formule permettant de la calculer &
I’aide d’une projection.
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