CHAPITRE 35 : Espérance et variance

CHAPITRE 35 ESPERANCE ET VARIANCE

Dans tout ce cours, (2, P(Q2),P) désigne un espace probabilisé fini.

35.1 Espérance d’une variable aléatoire réelle

35.1.1 Définition et propriétés

,—[Déﬁnition 35.1 - Espérance.j N

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (2, P(Q2),P).
On appelle espérance de X et on note E(X) le réel défini par :

E(X)= > aP(X=uz)
e X (Q)

\ J

Remarque 35.2 (¥). Avec les notations, si X(Q) = {x1,z,...,2,}, alors

k=1

Interprétation. E(X) est la moyenne des valeurs prises par X pondérée par les P(X = x).

Lorsque X dénote le gain obtenu d’une expérience aléatoire, E(X) est donc le gain que I'on peut espérer de I'expérience.

Définition 35.3 - Variable aléatoire centrée.]

Une variable aléatoire réelle d’espérance nulle est dite centrée.

Remarque 35.4. e L’espérance d’une variable aléatoire réelle ne dépend que de sa loi. En particulier, si X et Y
sont deux variables aléatoires définies sur le méme univers probabilisé (2, P(Q2),P) et différentes (c’est-a-dire s’il
existe au moins un w €  tel que X (w) # Y (w)) mais que X et Y ont la méme loi, alors E(X) = E(Y).

e Si X s’exprime selon une unité, son espérance a la méme unité.

e Si X est une variable aléatoire constante égale & C' € R, alors E(X) = C.

Exercice d’application 35.5. Un dé a six faces numérotées de 1 a 6 a été truqué de telle sorte que les faces 1,
1 1
2 et 3 tombent avec probabilité 5 les faces 4 et 5 avec probabilité 2 et la face 6 avec probabilité 3 Quel numéro

obtient-on en moyenne ?

-

1/19
PCSI - 2024/2025 Lycée H. Loritz



CHAPITRE 35 : Espérance et variance

r—[Lemme 35.6 - Formule d’atomisation.] \

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (2, P(€2),P). On a alors :

E(X) = )] X(@)P({w}).

weN

Démonstration.
On pose X () = {x1,29,...,2,}. On a alors

E(X) = Z wpP(X = )
k=1

= Y aP{we Q| X(w) = zx})

:élxk]P’( U {w}).

we
X(w)=zk

Comme les événements élémentaires sont deux a deux incompatibles,

n

k=1 wel
X (w)=zy,
=3 (X wPiwh)
k=1 we)
X (w)=zy

I
]
o
E
=
£

,—[Proposition 35.7 - Principales propriétés de l’espérance.] X

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé (2, P(2),P).
1. Linéarité. Pour tout A€ R, E(AX +Y) = AE(X) + E(Y).

2. Positivité. Si X > 0 alors E(X) > 0.
3. Croissance. Si X > Y, alors E(X) > E(Y).
4. Encadrement. Si a et b sont deux réels tels que a < X < b, alors a < E(X) < b.
5. Inégalité triangulaire. |[E(X)| < E(|X]).
Démonstration.
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Remarque 35.8. On reprend les notations de la proposition précédente. On rappelle que X > Y signifie que pour
tout w e Q, X(w) = Y(w). De méme, a < X < b signifie que pour tout w € 2, a < X(w) < b.

2

Remarque 35.9 (£). F(Q,R) étant un R-espace vectoriel, le point 1. de la proposition précédente montre que

E: F(Q,R) — R
X — E(X)

est une forme linéaire.

Corollaire 35.10 - Obtenir une variable centrée a ’aide de l’espérance.J

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q, P(2),P). En posant m = E(X),
la variable aléatoire réelle Y = X — m est centrée.

Démonstration.

Exercice d’application 35.11. Qu’obtient-on en moyenne quand on lance deux fois un dé a 6 faces et qu’on
additionne les résultats obtenus ?

-

Exemple 35.12 (<&). Soit A, B,C € P(f2).
1. ¥ Quevaut E(14)7
2. Montrer que 14np =14 X 1gpet que 1y =1—14.

3. Montrer la formule du crible de Poincaré pour trois événements :
PAuBuUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(AnB)—P(AnC)—-P(BnC)+P(An BnB).
-

1. OnaE(lA) =0 XP(1A=0)+1 XP(1A=1) Z]P)(IAZZL) Z]P(A).
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

2. Soit w € Q. Déja, 14(w) x 1g(w) € {0, 1}. De plus,
lA(w)lg(w) =1 < IA(QJ) =1let 1B(w) =1
— weAetweB
> 1a-p(w) =1,
d’ott 14 x 15 = 14~p. De méme, 14(w) € {0,1} et

Ijw)=le—=w¢ A= 14(w)=0

ot 1y =1—14.

3. Ona:
lavpoc =1 —15-p5-5 d’apres 2.
=1-15 5.2 formule de Morgan
=1- 151515 d’apres 2.
=1-(1-14)1-15)(1-1¢) d’aprés 2.
=1-(1-14—-1p—1¢c + 141 +141¢ +1plc — 14151¢)
=14+1p+1c —14nB —1anc — 1Bnc + 1anBAC d’apres 2.

Avec la question 1. et en utilisant la linéarité de I’espérance, on obtient finalement

PAuBuUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(AnB)—P(AnC)—-P(BnC)+P(AnBnB).

35.1.2 La formule de transfert

Pour déterminer 'espérance d’une variable aléatoire réelle Y = g o X = g(X), ot X est une variable aléatoire réelle
définie sur (22, P(2),P) et g une application de R dans R, on peut commencer par chercher la loi de Y puis calculer

EY)= ) yPY =y).
yeY (Q2)

Mais connaissant la loi de X, il est bien plus efficace d’utiliser la formule suivante (et c’est donc ce qu’il faut faire!).

r—[Théoréme 35.13 - Formule de transfert.] N

Soit X une variable aléatoire réelle. Soit g une application de R dans R. Alors :

zeX ()

Démonstration.
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

D’apres la formule d’atomisation,

E(9(X))

Remarque 35.14 (¥). On reprend les notations précédentes. Si X (2) = {z1, 2, ..

Exercice d’application 35.15.

= . 90 X()P({w})
we2
=3 (Y goX@P{w))
=t X(tﬁg.’l:k
=3 (Y ganriwh)
k=1 we)

X(w)=zy,
=o)X B(eD)
k=1 we

X(w)=zy,

=Y g@r( |J {})
= X(uﬁjfe)gﬂﬁk

g(a:k)IP’({w eQ| X(w) = :rk})

I
NgE

=
Il
_

I
=
Na)
—
8
ol
=
=
>
[
s
ol

b
Il
_

., Tn}, alors

(9(X)) = O glwi)P(X = a).
k=1

Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par :

k —4 | -1

PR

=
N =

Déterminer I’espérance de Y = X2 + 2.X sans calculer sa loi.

-

Remarque 35.16. L’espérance de g(X) ne dépend que de la loi de X.

35.2 Variance et écart-type d’une variable aléatoire réelle

35.2.1 Variance

Définition 35.17 - Variance.]

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (£, P(Q2),P). On appelle variance de X le réel, noté V(X),

défini par V(X) = E((X - IE(X))Q).

PCSI - 2024/2025
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Interprétation. V(X) est la moyenne pondérée des carrés des distances de X & sa moyenne pondérée; elle mesure la
dispersion quadratique de X par rapport a E(X).

V(X)=0,5 V(X)=1 V(X) =25

E(X) E(X) E(X)

Remarque 35.18. 1. Si X a une unité u, l'unité de V(X) est u.
2. Le nombre V(X) ne dépend que de la loi de X.

3. Si X est une variable aléatoire réelle constante, alors V(X) = 0. En effet, on a alors X = E(X) et donc V(X)
est 'espérance d’une variable réelle nulle.

,—[Proposition 35.19 - Formule de Koenig-Huygens.} N

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q2, P(2),P). On a

V(X) = B(X?) — (E(X)).

Démonstration.

En pratique, on utilise jamais la définition mais toujours la formule de Kcenig-Huygens, qui nécessite peu de calculs
(car on peut déterminer facilement E(X?) via la formule de transfert).

Exercice d’application 35.20. On reprend I'Exercice d’application 35.15. Déterminer V(X).

-

,—[Proposition 35.21 - Principales propriétés de la variance.]

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, P(Q2),P).
1. V(X) =0.
2. Pour tous réels A et p, V(AX) = A2V(X) et V(X + p) = V(X).
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Démonstration.

Remarque 35.22. Lorsqu’on rajoute une constante a une variable aléatoire réelle X, il est attendu que sa variance
ne bouge pas, puisque ses valeurs sont distribuées de la méme fagon que celles de X par rapport a leur moyenne.
Autrement dit, sa moyenne change, mais pas les écarts & la moyenne.

Loi d’une variable aléatoire X LoideY=X+4

A A

35.2.2 Ecart-type

Définition 35.23 - Ecart-type.}

Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle écart-type de X le nombre réel noté o(X) et défini par

Remarque 35.24. 1. Si X est exprimée dans une certaine unité, I’écart-type de X a la méme unité.
2. L’écart-type d’une variable aléatoire constante est nul.

9
Exemple 35.25. On reprend I’Exercice d’application 35.15. On a déterminé que V(X) = 5 onen déduit que
3 342
o(X)=—== \—F
V2 2

r—[Déﬁnition 35.26 - Variable aléatoire réduite.] N

Une variable aléatoire réelle de variance ou d’écart-type égal a 1 (c’est la méme chose) est dite réduite.

\. J

,—[Proposition 35.27 - Principales opérations sur l’écart-type.] \

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, P(Q2),P).
1. o(X)=0.
2. Pour tous réels A et u, 0(AX) = |A|o(X) et o(X + u) = o(X).
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Démonstration. 1. V(X) =0, donc 4/V(X) = 0.
2. Soit A\, u € R,

c(AX + 1) = /VOAX + p)
=/ A2V(X)
= A VV(X)

= [Alo(X)

r—[Corollaire 35.28 - Obtenir une variable aléatoire centée réduite.] N\

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, P(Q2),P).
X -EX
Si o(X) # 0, la variable aléatoire Y = (X() est centrée et réduite.
o

Démonstration.

35.3 Espérance et variance des lois usuelles

35.3.1 Variables aléatoires constantes

Soit ¢ un nombre fixé et X une variable aléatoire constante égale a c.

E(X)=c et V(X)=0.

35.3.2 Loi uniforme sur [1,n]

,—[Proposition 35.29 - Espérance et variance pour une loi uniforme.] <

Soit n € N* et soit X une variable aléatoire réelle qui suit la loi uniforme sur [1,n]. Alors

n+1 n?—1
E(X)= "0 et V(X)= "

Démonstration.
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

§44

Exercice d’application 35.30. < Trouver 'espérance et la variance de Y, variable aléatoire suivant une loi
uniforme sur {5,7,9,11,13}.

-

35.3.3 Variable aléatoire de Bernoulli

Proposition 35.31 - Espérance et variance pour une loi de Bernoulli.]

Soit p € [0; 1] et X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parameétre p. On note ¢ = 1 — p.

E(X)=p et V(X)=pq.

Démonstration.

Exemple 35.32 (<»). Soit A un événement de (2, P(2),P). On a 14 ~ #(P(A4)), donc
E(1a) =P(A) et V(A)=P(A)(1-P(A)).
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

35.3.4 Loi binomiale

Proposition 35.33 - Espérance et variance pour une loi binomiale.]

Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi binomiale Z(n,p) o n € N* et p€ [0; 1]. On note ¢ =1 — p.

EY)=np et V(Y)=npq.

Démonstration.

Remarque 35.34 (¥). On reprend les notations de la démonstration. Pour la variance, on aurait pu faire une
preuve bien plus rapide (similaire & celle de l'espérance). En effet, nous verrons plus loin (Corollaire 35.50) qu’avec
I'indépendance des variables aléatoires X1, ..., X,,, on obtient :

n

V(S) = V(X1 + -+ X,) = ), V(X;) = ipq:npq-

=1 i=1

Exercice d’application 35.35. Lorsqu’on lance simultanément cinq dés, combien en moyenne affichent 6 7

-
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

35.4 Couples de variables aléatoires

35.4.1 Formule de transfert vectorielle

La formule de transfert vue dans le Théoreme 35.13 peut également s’appliquer & des couples de variables aléatoires.
On obtient ainsi I’énoncé suivant.

,—[Théoréme 35.36 - Formule de transfert pour un couple de variables aléatoires.}—

Soit X et Y des variables aléatoires réelles sur (2, P(2),P), g : R? — R. Alors,

E(9(X,Y)) = >, 9(z,y)P(X =2,V =y).
(2.)eX (@) x¥ ()

Remarque 35.37. Le théoréme s’étend de méme & un n-uplet de variables aléatoires réelles.

Exercice d’application 35.38. On considére une urne contenant 4 boules indiscernables au toucher numérotées
de 1 a 4. On tire successivement sans remise deux boules. On note U le premier numéro obtenu et V' qui vaut 1 si le
second numéro est supérieur au premier et 0 sinon.

1. Déterminer E(UV).
2. Donner les lois de U et de V' et en déduire E(U + 2V).
-

35.4.2 Covariance de deux variables aléatoires réelles

r—[Déﬁnition 35.39 - Covariance.] N\

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Q, P(2),P).
On appelle covariance de X et Y le réel

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].

N

Proposition 35.40 - Formule de Koenig-Huygens pour la covariance. )

Soit X et Y sont des variables aléatoires réelles sur (Q2, P(2),P). On a :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Démonstration.

,—[Proposition 35.41 - Principales propriétés de la covariance.j

Soit X et Y sont des variables aléatoires réelles sur (2, P(Q2),P).
1. Symétrie. Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

Cov(aX; +0X3,Y)=a-Cov(X1,Y) +b-Cov(Xs,Y)
Cov(X,aYy +bY2) = a- Cov(X,Y1) + b - Cov(X,Y2)

3. Positivité. Cov(X,X) =V(X) > 0.

2. Linéarité a gauche, a droite. Pour tous a, b € R et toutes variables aléatoires réelles X7, Xo, Y7, Yo,

Démonstration. 1. Evident.

2.

Cov(aX; 4+ bX5,Y) = E((aX; + bX,)Y) — E(aX; + bX2)E(Y)
=E(aX,Y +bXoY) — (aB(X,) + bE(X2))E(Y)
= aB(X,Y) 4 bE(X5Y) — aE(X1)E(Y) — bE(X,)E(Y)
= a(E(X1Y) — E(X1)E(Y)) + b(E(X2Y) — E(X3)E(Y))
=a-Cov(X1,Y)+b-Cov(Xs,Y)

La linéarité a droite s’obtient par symétrie.

3. Evident.

N

Corollaire 35.42 - Variance d’une somme de v.a.r..

Soit X et Y sont des variables aléatoires réelles sur (Q, P(Q2),P).

V(X 4+Y) = V(X) +2Cov(X,Y) + V(Y).

Démonstration.
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Exercice d’application 35.43. Reprenons I'Exercice d’application 35.38. Déterminer Cov(U, V).

-

Interprétation. La covariance mesure la corrélation entre les variables X et Y. Si cette covariance est strictement
positive, alors X et Y ont tendance a varier dans le méme sens (ce que 'on peut attendre de variables qui mesurent le
poids et la taille d’un individu pris au hasard : « plus la taille augmente, plus le poids augmente »). Si cette covariance
est strictement négative, alors X et Y ont tendance & varier dans des sens contraires (ce que I'on peut attendre de la
température extérieure et du nombre de manteaux vendus chaque jour).

Définition 35.44 - Variables aléatoires décorrélées.]

On dit que deux variables aléatoires réelles X et Y sont décorrélées lorsque Cov(X,Y) = 0.

Proposition 35.45 - Somme de variables aléatoires décorrélées.}

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Q2, P(Q2),P).
Si X et Y sont décorrélées alors V(X +Y) = V(X) + V(Y).

Démonstration.
I1 suffit d’utiliser la relation

V(X 4+Y) = V(X)+2-Cov(X,Y) + V().

et utiliser Cov(X,Y) = 0. O

35.4.3 Espérance et variance pour des variables aléatoires indépendantes

Proposition 35.46 - Espérance d’un produit de variables aléatoires indépendantes.

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Q, P(Q2),P).
Si X et Y sont indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y) et donc Cov(X,Y) =0.

Démonstration.
On utilise le théoréme de transfert : E(XY) = Z zyP(X =2,Y = y)) Par indépendance de X et Y,
(2,1)eX ()XY (Q)
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

E(XY) = 3 2y P(X = 2)P(Y = y))
(2,9)eX (Q)x Y (Q)
= Z 2y P(X =2)P(Y =y)
(2,9)eX (Q) x Y (Q)

3 ( S ay B(X = a)P(Y = y))

zeX () yeY(Q)

= > :1;]P>(X::L')( > yIP’(Y:y))

zeX () yeY (Q)
_ Z 2P(X = 2)E(Y)
zeX ()
=E(Y) ) aP(X =ux)
zeX (Q)
_ E(Y)E(X)

O

Remarque 35.47. Autrement dit, si deux variables sont indépendantes, alors elles sont décorrélées. La réciproque
est fausse (voir Pexemple qui suit).

Exemple 35.48. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur {—1,0,1} et ¥ = 1(x—_¢).

1 1 1
. E(X)z—lXIP’(X:—l)—l—OxIP’(X:O)—i—l><]P’(X:1)=—1><§+0><§+1><§:0;
1

 E(Y) =0xB(Y =0)+ 1 x B(Y = 1) = P(L(x=o) = 1) = P(X = 0) =

o B(XY) = E(X1(x_q) = E(0) = 0.
On a donc E(XY) = E(X)E(Y) et pourtant X et Y ne sont pas indépendantes.

1

En effet, ]P’({leetY:1}):]P’({X:1ethO})zOet]P’(le)]P’(Yzl):g X % #0

Corollaire 35.49 - Variance d’une somme de variables aléatoires indépendantes.

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (2, P(Q2),P).
Si X et Y sont indépendantes alors V(X +Y) = V(X) + V(Y).

Démonstration.
C’est une conséquence directe des Propositions 35.45 et 35.46. [

,—[Corollaire 35.50 - Espérance (variance) d’un produit (somme) de var indépendantes.}—

Soit X1, Xa,... , X, des variables aléatoires (mutuellement) indépendantes. Alors,

E(X1 X5 X,,) = E(X1)E(X,) - E(X,)

et
V(X1 +Xo+ -+ X)) =V(X1) + V(X2) + - + V(X,,).
Démonstration.
Récurrence immédiate sur n en utilisant la Proposition 35.46 et le Corollaire 35.49. ]
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

35.5 Inégalités probabilistes

,—[Proposition 35.51 - Inégalité de Markov.] N

Soit X une variable aléatoire a valeurs positives ou nulles. Pour tout a > 0,

Démonstration.

Remarque 35.52. Ce résultat n’est intéressant que si a est grand et plus précisément lorsque a > E(X).

,—[Proposition 35.53 - Inégalité de Bienaymé—Tchebychev.] N\

Soit X une variable aléatoire réelle d’espérance m et d’écart-type o. Pour tout d > 0,

P(X —m| > d) < 7.

Démonstration.
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Remarque 35.54 (&). Cette propriété n’a d’intérét que si d > o. Elle explique que la probabilité que X soit « loin »
de sa moyenne est petite et décroit au dela de o en O(l / d2) (d étant un minorant de la distance de X & sa moyenne).

Exemple 35.55. Des éleves de PCSI rendent au cours d’une année 1550 interrogations de cours. A chaque fois, il y
a 30% de chances que l'interrogation doive étre recopiée par I’éléve. On suppose que les recopies d’interrogations sont
mutuellement indépendantes. On note X le nombre d’interrogations recopiées pendant I’année.

Cherchons un intervalle I tel que la probabilité que X € I soit d’au moins 0, 95.

OnaX ~ %A (1550, 1?:)) Notons

m = E(X) = 1550 x 0,3 = 465.

On a de plus, si o est 'écart-type de X,

o0 =+/V(X) = /1550 x 0,3 x 0, 7.

On cherche donc a positif tel que
P(|X —m| > a) <0,05.

Or, d’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

o
P(|X —m|>a) < ot
o? o?
Résolvons — < 0, 05. Cette équation équivaut a a > 005 ~ 80,7.
a )
Donc, en prenant a = 81, on a que
2
P(|X —m| > a) < 7 < 0,05
a

et par passage au complémentaire,
P(|X —m| <8l)=1-P(X —m| >81) > 0,95.

Donc la probabilité que le nombre d’interrogations recopiées soit strictement entre 465 — 81 = 384 et 465 + 81 = 546,
c’est-a-dire soit dans [385; 545], est d’au moins 0, 95.

Exercice d’application 35.56. On dispose d’une piece éventuellement truquée dont la probabilité d’obtention
de Pile est notée p. Pour connaitre p, on lance cette piece n fois et on note F' la fréquence d’apparition de Pile
obtenue. Chercher une valeur de n & partir de laquelle la probabilité que F soit une approximation de p & 10~2 pres
est supérieure a 0,9, c’est-a-dire a partir de laquelle P (|F —p| < 1072) > 0,9.

-
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

On peut généraliser la méthode de cet exercice et obtenir la loi faible des grands nombres.

Exemple 35.57 (Loi faible des grands nombres &). Soit n € N* et X1, Xo,..

., X, des variables aléatoires

indépendantes de méme loi. On note m (resp. o) la moyenne (resp. lécart-type) de X;. On pose enfin Y, =

X1+ Xo+--+ X,
n

. Montrons que

P(|Y, —m| = d) < —.
(Yo —ml = d) < 2

Comme elles suivent la méme loi, les variables X; ont toutes la méme espérance m et le méme écart-type o.

Par linéarité de ’espérance, on a que

E(V,) = o (B(X)) + E(Xp) + -+ E(X,) = - (nm) = n.

De plus, par indépendance des X;, on a que

V(¥,) = 5 (VX0 + V(Xa) 4+ + V(X)) =

NG

On applique l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a Y,,. Pour tout d > 0,

Donc o(Y,) =

Mm—mnﬂ>@<dgy
puis 2
P(|Y, —m| = d) < prr
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Interprétation fréquentiste. Si ’on répéte une expérience aléatoire quantitative un grand nombre de fois, en notant X;
le résultat de chaque expérience, alors Y,, représente la moyenne empirique de ’expérience.

La loi faible des grands nombres implique que pour tout d > 0, la probabilité que Y,, soit dans Uintervalle Jm — d; m + d]
converge vers 1 quand n tend vers +o00. Ainsi, on a montré que parmi tous les échantillons de valeurs possibles, ceux
dont la moyenne s’éloigne de la probabilité sont rares, et que cette rareté relative s’accentue avec la taille de I’échantillon
(donc mesurer la fréquence permet d’estimer raisonnablement la probabilité).

Par exemple, si on lance un grand nombre de fois un dé équilibré, la fréquence d’apparition du six doit se rapprocher

1
de 5 On propose ci-apres une illustration de ce phénomene réalisée avec Python.

SCRIPT PYTHON

import numpy.random as rd
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def freq_six(N:int) -> float:
""" Fréquence d'apparition d'un six lorsqu'on lance N fois le dé
nnn
n_six = 0 # nombre de six
for k in range(N):
de = rd.randint(1,7) # simulation d'un lancer de dé
if (de == 6):
n_six += 1
return n_six / N

def graphique(N:int):

""" Tllustration de la loi faible des grands nombres : la fréquence '"converge" vers la
probabilité théorique

X [k for k in range(1l, N+1, 100)]

Y [0 for k in range(1l, N+1, 100)]

cpt =0

for k in range(1, N+1, 100):
Y[cpt] = freq_six(k)
cpt += 1

plt.plot(X, Y, '+b', label='Fréquence')

plt.plot ([0, N],[1/6, 1/6],'-r', label='Valeur théorique')

plt.legend()

plt.show()

L’appel graphique (10000) a renvoyé pour une simulation :

+
{1 fa -¢+ +. + +
0173 oWt Sewmacat T b 4 ae
+ AR +H#w‘“;+#++¢ﬁ#ﬁ pATE
0.150 | - +
+
0.125
0.100 4
0.075 A
0.050 4
0.025 1
+ Fréquence
00004 + —— Valeur théorique
T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

1
On constate que les fréquences obtenues pour de plus en plus de lancers se rapprochent de —.
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CHAPITRE 35 : Espérance et variance

Questions de cours

1. Donner la définition d’espérance d’une variable aléatoire réelle X.

2. Définir la notion de variable aléatoire centrée.

3. Donner la formule de linéarité de I’espérance.

4. Donner la propriété de positivité de ’espérance.

5. Donner la propriété de croissance de ’espérance.

6. Enoncer I'inégalité triangulaire pour I'espérance.

7. Enoncer la formule de transfert pour une variable aléatoire réelle.

8. Donner la définition de variable d’une variable aléatoire réelle X.

9. Enoncer la formule de Koenig-Huygens.
10. Si X est une variable aléatoire réelle et A, u € R, compléter : VIAX + p) =
11. Donner la définition d’écart-type d’'une variable aléatoire.
12. Définir la notion de variable aléatoire réduite.
13. Si X est une variable aléatoire réelle et A, u € R, compléter : o(AX + p) =
14. Donner 'espérance et la variance d’une variable aléatoire constante égale a ¢ € R.
15. Soit n € N* et X ~ % ([1,n]). Donner 'espérance et la variance de X.

-
=]

. Soit pe [0; 1] et X ~ ZB(p). Donner l'espérance et la variance de X.

o
N |

. Soit ne N*, pe[0; 1] et X ~ AB(n,p). Donner Pespérance et la variance de X.

[
Qo

. Enoncer la formule de transfert pour un couple de variables aléatoires réelles.

-
=]

. Définir la covariance d’un couple de variables aléatoires réelles.

]
=)

. Enoncer la formule de Keenig-Huygens pour la variance.

[\
t

. Donner la propriété de symétrie de la variance.

N
N

. Donner la propriété de linéarité a gauche (resp. a droite) de la variance.

N
%Y

. Donner la propriété de positivité de la variance.

N
-

. Soit X, Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé fini. Compléter : V(X +Y) =

N
ot

. Donner la définition de variables aléatoires décorrélées.

[\
=]

. Soit X, Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé fini. Donner une condition
suffisante pour que V(X +Y) = V(X) + V(Y).

27. Soit X,Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé fini. Donner une condition
suffisante pour que E(XY) =E(X)E(Y).

28. Quel lien existe t-il entre des variables aléatoires décorrélées et des variables aléatoires indépendantes ?
29. Enoncer I'inégalité de Markov.

30. Enoncer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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