
Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Chapitre 34 Conditionnement et
indépendance

Dans tout ce chapitre, on note (Ω,P(Ω),P) un univers probabilisé fini. Soit n un entier naturel non nul.

34.1 Probabilités conditionnelles

34.1.1 Définitions et propriétés

Exemple 34.1. Dans un grand lycée, il y a 200 élèves de PCSI, et trois langues sont proposées en LV1. La répartition
est donnée dans le tableau ci-après.

LV1 Anglais Allemand Espagnol Total

Hommes 55 18 17 90

Femmes 58 23 29 110

Total 113 41 46 200

On choisit un élève au hasard parmi les étudiants de PCSI. On se pose les questions suivantes.
1. Quelle est la probabilité que ce soit une femme ?
2. Quelle est la probabilité que ce soit une femme germaniste ?
3. On croise une étudiante de PCSI dans le couloir. Quelle est la probabilité qu’elle soit germaniste ?
4. On sélectionne un élève au hasard parmi tous les germanistes. Quelle est la probabilité que cet étudiant soit une

femme ?
On note Ω l’ensemble des élèves et P la probabilité uniforme sur Ω.

1. Notons F l’événement « l’élève choisi est une femme ». On a alors P(F ) =
Card(F )

Card(Ω) =
110

200
.

2. Notons A l’événement « l’élève choisi apprend l’allemand ». On a P(A X F ) =
Card(A X F )

Card(Ω) =
23

200
= 0, 115.

3. Ici l’expérience aléatoire n’est plus la même que dans les deux questions précédentes. En effet, on sait que la
personne sélectionnée est une femme, il faut donc calculer la probabilité qu’un élève suive la LV1 allemand
sachant que c’est une femme. Il faut donc considérer la probabilité uniforme sur l’ensemble des femmes, qu’on
note PF .

La valeur cherchée est alors PF (A) =
Card(A X F )

Card(F )
=

23

110
.

4. Encore une fois, l’expérience aléatoire change, puisqu’on sait maintenant que l’étudiant est germaniste. On
considère la probabilité uniforme PA sur l’ensemble des étudiants germanistes.

La valeur cherchée est alors PA(F ) =
Card(A X F )

Card(A)
=

23

41
.

Soit E un événement de probabilité non nulle de (Ω,P(Ω),P).
Pour tout événement A, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant E et on note PE(A) (ou
P(A | E)) le nombre

PE(A) =
P(A X E)

P(E)
.

Définition 34.2 - Probabilité conditionnelle d’un événement.
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Remarque 34.3. 1. A | E n’est pas un événement.
2. Il ne faut pas confondre PE(A) et P(A X E) (relire l’Exemple 34.1 si ça n’est pas clair).

Soit E un événement de probabilité non nulle de (Ω,P(Ω),P).
L’application PE : P(Ω) ÝÑ [0 ; 1]

A ÞÝÑ PE(A)
est une probabilité sur Ω appelée la probabilité conditionnelle

sachant E.

Proposition 34.4 - Application probabilité conditionnelle.

Démonstration.
PE est bien à valeurs dans [0 ; 1].

E Ă Ω, donc E X Ω = E. D’où PE(Ω) =
P(E)

P(E)
= 1.

Soit A et B des événements incompatibles de Ω. Alors (A Y B) X E = (A X E) Y (B X E). De plus, A X E et B X E
sont incompatibles. Donc

PE(A Y B) =
P((A Y B) X E)

P(E)
=

P((A X E) Y (B X E))

P(E)
=

P(A X E) + P(B X E)

P(E)
= PE(A) + PE(B).

Soit E un événement de probabilité non nulle, soit A et B deux événements de (Ω,P(Ω),P).
1. PE(A) = 1 ´ PE(A).
2. PE(BzA) = PE(B) ´ PE(A X B).
3. PE(A Y B) = PE(A) + PE(B) ´ PE(A X B).

Corollaire 34.5.

Démonstration.
Tout cela découle immédiatement du fait que PE est une probabilité.

Exercice d’application 34.6. Un homme rend visite a une famille qui compte deux enfants d’âges différents. On
suppose que chaque enfant a une chance sur deux d’être une fille. Il sonne et un des deux enfants ouvre.
On introduit les événements suivants :

‚ A : « l’aînée est une fille » ;
‚ B : « les deux enfants sont des filles » ;
‚ C : « il y a au moins une fille ».

1. On s’intéresse ici uniquement à l’enfant qui n’ouvre pas la porte.
(a) Proposer un univers Ω qui modélise cette expérience.
(b) Quelle est la probabilité que l’enfant qui n’ouvre pas la porte soit une fille ?

2. On s’intéresse maintenant aux deux enfants.
(a) Proposer un univers Ω qui modélise cette nouvelle expérience.
(b) Calculer P(A), P(C), P(A X B) et P(B X C).
(c) C’est une fille qui ouvre à l’homme. Quelle est la probabilité que l’enfant qui n’ouvre pas la porte soit une

fille ? Vous commencerez par écrire la probabilité demandée comme une probabilité conditionnelle avec A,
B, C (les trois ne sont pas utiles).

(d) Le père rejoint sa fille à l’entrée et il dit à l’homme : « je vois que vous avez rencontré mon aînée ». Quelle est
la probabilité que l’enfant qui n’ouvre pas la porte soit une fille ? Vous commencerez par écrire la probabilité
demandée comme une probabilité conditionnelle avec A, B, C (les trois ne sont pas utiles).
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

å

Remarque 34.7. Si un événement B P P(Ω) est incompatible avec A, c’est-à-dire, si A X B = H, alors

PA(B) =
P(A X B)

P(A)
=

P(H)

P(A)
=

0

P(A)
= 0,

ce qui est intuitif : puisque B ne peut pas arriver en même temps que A, alors, si on suppose que l’événement A est
réalisé, on est sûr à 100% que l’événement B n’est pas réalisé : PA

(
B
)
= 1, et PA(B) = 1 ´ PA

(
B
)
= 1 ´ 1 = 0.

Notons également que, puisque A X A = A,

PA(A) =
P(A X A)

P(A)
=

P(A)

P(A)
= 1,

ce qui est également intuitif : si on suppose que l’événement A est réalisé, alors on est sûr à 100% que l’événement A
est réalisé.

34.1.2 Conditionnement

Pour évaluer la probabilité de E X A, il est souvent plus simple d’évaluer la probabilité de E (la « cause ») et la
probabilité de A sachant E (la « conséquence ») puis d’utiliser (si P(E) ‰ 0) :

P(E X A) = P(E) ˆ PE(A)

(qui est une réécriture de l’égalité qui définit PE(A)).

Remarque 34.8. L’égalité ci-avant n’a a priori de sens que si P(E) ‰ 0. Toutefois, on l’utilisera même si P(E) = 0
(auquel cas PE(A) n’existe pas), en convenant qu’alors P(E XA) = 0. On parle d’évaluation paresseuse de l’égalité
(cette notion existe aussi en informatique).

Exercice d’application 34.9. Une urne contient initialement 4 boules blanches et 2 boules noires. On tire une
boule. On la remet dans l’urne et on lui ajoute une boule de la même couleur. On procède à un deuxième tirage. Quelle
est la probabilité d’obtenir deux boules noires ?

On note Ni (pour i P t1, 2u) l’événement « on tire une boule noire au i-ième tirage ».

å
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Dans de nombreuses situations, on peut rassembler les données de l’énoncé dans un arbre de probabilité.
Ce qui apparaît au bout de chaque branche d’un tel arbre doit être un événement. Sur les branches, on lit des
probabilités (simples au début, puis conditionnelles).

A1

A2

A3
PA1XA2

(A3)

B3PA1XA2
(A3)

PA1
(A2)

B2

A3
PA1XB2

(A3)

B3PA1XB2
(B3)

PA1
(B2)P(A1)

B1

A2

A3
PB1XA2

(A3)

B3PB1XA2
(B3)

PB1
(A2)

B2

A3
PB1XB2

(A3)

B3PB1XB2
(B3)

PB1
(B2)

P(B1)

Vous pouvez (c’est même conseillé ) dessiner des arbres pour vous aider à modéliser une situation, mais cela
ne vous dispense pas d’écrire explicitement les formules données après (qu’il faut nommer, après avoir rappelé
les hypothèses).
On ne peut malheureusement pas toujours utiliser un arbre (penser à un arbre à n branches, difficile à repré-
senter !) : il faut donc être capable d’utiliser les formules du cours sans arbre (c’est un des objectifs de cette
année !).

Méthode 34.10. Construire un arbre de probabilité

Avec l’arbre précédent, pour calculer P(A1 XA2), il suffit donc de faire le produit des probabilités qui apparaissent sur
les branches qui « passent » par A1 et A2. On peut généraliser et obtenir par exemple

P(A1 X A2 X A3) = P(A1) ˆ PA1
(A2) ˆ PA1XA2

(A3).

En généralisant encore (pour un arbre à n branches par exemple, difficile à tracer mais cela arrive en pratique dans
les exercices ) on obtient la formule suivante.

Soit n P N‹. Soit A1, . . . , An des événements de (Ω,P(Ω),P).
Si P(A1 X A2 X ¨ ¨ ¨ X An´1) ‰ 0, alors les événements A1, A1 X A2, . . . , A1 X A2 X ¨ ¨ ¨ X An´1 sont de
probabilité non nulle et

P(A1 X A2 X ¨ ¨ ¨ X An) = P(A1) ˆ PA1(A2) ˆ PA1XA2(A3) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PA1XA2X¨¨¨XAn´1(An).

Proposition 34.11 - Formule des probabilités composées.

Démonstration.
Pour tout n P N‹, on pose Hn : « P(A1XA2X¨ ¨ ¨XAn) = P(A1)ˆPA1(A2)ˆPA1XA2(A3)ˆ¨ ¨ ¨ˆPA1XA2X¨¨¨XAn´1(An) ».

H1 est l’égalité P(A1) = P(A1), qui est vraie.
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Soit n P N‹ tel que Hn est vraie. Soit A1, . . . , An+1 des événements. On note E = A1 X ¨ ¨ ¨ X An. Supposons que
P(E) ‰ 0.

Pour tout i P J1, nK, E Ă A1 X ¨ ¨ ¨ X Ai, donc P(A1 X ¨ ¨ ¨ X Ai) ě P(E) ą 0.

Ensuite, P(EXAn+1) = P(E)ˆPE(An+1) par définition d’une probabilité conditionnelle. Par hypothèse de récurrence,
on a donc

P(E X An+1) = P(A1) ˆ PA1
(A2) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PA1XA2X¨¨¨XAn´1

(An) ˆ PE(An+1).

C’est à dire
P(A1 X ¨ ¨ ¨ X An+1) = P(A1) ˆ PA1

(A2) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PA1X¨¨¨XAn
(An+1).

D’où Hn+1. Le principe de récurrence permet de conclure.

Remarque 34.12. On tolère, dans les exercices, l’oubli de l’hypothèse P(A1 X ¨ ¨ ¨ X An´1) ‰ 0 dans la formule
précédente, on convenant que si P(A1 X ¨ ¨ ¨ XAn´1) = 0, alors par évaluation paresseuse on aura P(A1 X ¨ ¨ ¨ XAn) = 0.

Exercice d’application 34.13. Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Une urne contient 2n boules dont n noires et
n blanches, et on tire trois boules successivement. Avec quelle probabilité les tire-t-on dans l’ordre noire/blanche/noire
si les tirages se font

1. sans remise ?
2. avec remise ?

å

Remarque 34.14. On a 1

2
ˆ

n

2n ´ 1
ˆ

n ´ 1

2n ´ 2
„

nÑ+8

1

8
ce qui traduit que dans l’exercice d’application précédent,

si n devient grand, les tirages avec remise ou sans remise conduisent à des résultats similaires (ce qui est cohérent : si
n est grand, la non-remise des boules tirées modifie à peine l’équilibre des couleurs au sein de l’urne).

34.1.3 Formule des probabilités totales

Soit tE1, . . . , Enu un système complet d’événements et A un événement de (Ω,P(Ω),P). Alors

P(A) =
n
ÿ

k=1

P(A X Ek).

Lemme 34.15 - Formule de filtration.

Démonstration.
Montrons que A =

n
ď

k=1

(A X Ek) avec union disjointe.

‚ tE1, . . . , Enu est un système complet d’événements donc pour tout i ‰ j P J1, nK, Ei X Ej = H. Or, pour tout
i ‰ j, (A X Ei) X (A X Ej) Ă Ei X Ej , d’où (A X Ei) X A X Ej) = H.

‚ De plus,
n
ď

k=1

(A X Ek) = A X

(
n
ď

k=1

Ek

)
= A X Ω = A.
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Finalement, comme l’union est disjointe,

P(A) = P

(
n
ď

k=1

(A X Ek)

)
=

n
ÿ

k=1

P(A X Ek).

Soit tE1, . . . , Enu un système complet d’événements et A un événement de (Ω,P(Ω),P). On a

P(A) =
n
ÿ

k=1

P(Ek)PEk
(A)

en adoptant la convention que le produit P(Ek)PEk
(A) vaut 0 si P(Ek) = 0.

Théorème 34.16 - Formule des probabilités totales.

Remarque 34.17. La convention est nécessaire car si P(Ek) = 0, alors PEk
(A) n’est pas défini.

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la formule de filtration puisque pour tout k P J1, nK, P(AXEk) = P(Ek)ˆPEk

(A).

Exercice d’application 34.18. Soit n, b P N‹. Une urne contient n boules noires et b blanches et on tire 2 boules
successivement et sans remise. Avec quelle probabilité la deuxième boule tirée est-elle blanche ?

å

Exercice d’application 34.19. Le fonctionnement au cours du temps d’un appareil pouvant être réparé obéit aux
règles suivantes :

‚ s’il fonctionne au jour n ´ 1 (n P N‹), alors il a la probabilité 3

5
de toujours fonctionner au jour n ;

‚ s’il est en panne au jour n ´ 1 (n P N‹), alors il a la probabilité 4

5
d’être encore en panne au jour n.

On suppose que l’appareil est en état de marche au jour 0 et qu’après 100 jours il ne fonctionne plus. Pour tout
n P J0, 100K, on note Mn l’événement « l’appareil est en état de marche au jour n » et pn = P(Mn).

1. Soit n P J0, 99K. Avec la formule des probabilités totales appliquée au SCE
␣

Mn,Mn

(

, démontrer soigneusement
que :

pn+1 =
2

5
pn +

1

5
.

2. Déterminer l’expression de pn pour tout n P J0, 100K.
å
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

34.1.4 Formule de Bayes

Dans ce paragraphe, on suppose qu’on a un système complet d’événements tE1, . . . , Enu (les « causes ») et un événe-
ment A (une « conséquence »). On connaît les probabilités P(E1), . . . ,P(En) ainsi que les probabilités de transitions
PE1

(A), . . . ,PEn
(A).

Pour k P J1, nK, on cherche à savoir, lorsqu’on a observé que A s’est produit, avec quelle probabilité c’est l’événement
Ek qui en est à l’origine ; autrement dit, on cherche à calculer PA(Ek).

Exercice d’application 34.20. On reprend l’Exercice d’application 34.18. On observe qu’on a obtenu une boule
blanche au deuxième tirage. Quelle est la probabilité qu’on en ait obtenu une aussi au premier tirage ?

å

La formule qui suit généralise cette approche.

Soit tE1, . . . , Enu un système complet d’événements et A un événement de (Ω,P(Ω),P), tous les événements
étant de probabilité non nulle. On a :

@i P J1, nK, PA(Ei) =
P(Ei)PEi

(A)
n
ř

k=1

P(Ek)PEk
(A)

.

Proposition 34.21 - Formule de Bayes.
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Démonstration.
Soit i P J1, nK. On a par définition PA(Ei) =

P(A X Ei)

P(A)
car P(A) ‰ 0. Or tE1, . . . , Enu est un système complet

d’événements tous de probabilité non nulle, donc la formule des probabilités totales donne P(A) =
n
ÿ

k=1

P(Ek)PEk
(A).

De plus, par la formule des probabilités composées, P(A X Ei) = P(Ei) ˆ PEi(A). On obtient finalement la formule
attendue.

Exemple 34.22. Dans un pays, une maladie touche 3% de la population. Pour savoir si un individu est atteint par
cette maladie, on dispose d’un test. Lorsque ce test est appliqué à un individu malade, le test renvoie un résultat
positif dans 90% des cas. S’il est utilisé sur un individu sain, le test renvoie un résultat négatif dans 96% des cas.

Un individu se présente au centre de test. On considère Ω comme l’ensemble des individus. On considère de plus les
événements suivants.

P : « Le test est positif » et M : « La personne testée est malade ».

Le résultat du test de l’individu se révèle positif. On cherche la probabilité qu’il soit effectivement malade.

D’après l’énoncé, P(M) = 0, 03, PM (P ) = 0, 9 et PM (P ) = 0, 96. Il faut calculer PP (M).
␣

M,M
(

est un système
complet d’événements de probabilités non nulles, donc par la formule de Bayes, on a

PP (M) =
P(M)PM (P )

P(M)PM (P ) + P(M)PM (P )
=

0, 03 ˆ 0, 9

0, 03 ˆ 0, 9 + (1 ´ 0, 03) ˆ (1 ´ 0, 96)
« 0, 41.

34.1.5 Loi conditionnelle

Soit X une variable aléatoire définie sur (Ω,P(Ω),P) à valeurs dans un ensemble E. Soit B un événement
de probabilité non nulle.
On appelle loi de probabilité de X sachant B, la probabilité définie sur (X(Ω),P(X(Ω))) par

P(X(Ω)) ÝÑ [0 ; 1]
A ÞÝÑ PB(X P A).

Théorème 34.23 - Loi de probabilité conditionnellement à un événement.

Démonstration.
C’est bien une probabilité, car PB est une probabilité sur Ω.

Exercice d’application 34.24. On choisit un entier X au hasard entre 1 et 2n. Quelle est la loi de X sachant
tX ď nu ?

å
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34.2 Indépendance

34.2.1 Événements indépendants

Soit A et B deux événements de (Ω,P(Ω),P).
On dit que les événements A et B sont indépendants lorsque P(A X B) = P(A)P(B).
On note alors A KK B.

Définition 34.25 - Indépendance de deux événements.

Remarque 34.26. 1. Si les événements A et B sont tous deux de probabilité non nulle, on a

P(A X B) = P(A)P(B) ðñ PA(B) = P(B) ðñ PB(A) = P(A).

Autrement dit, pour des événements de probabilité non nulle, leur indépendance signifie que la connaissance du
fait que l’un des événements est réalisé ne change pas la probabilité que l’autre événement se réalise.

2. L’indépendance de deux événements résulte souvent d’une hypothèse d’indépendance parmi les données du
problème et n’est donc pas toujours à démontrer.

3. Il ne faut pas mélanger indépendance et incompatibilité. En fait, deux événements incompatibles de probabilités
non nulles ne sont jamais indépendants : dans le cas contraire, on aurait P(A) = PB(A) =

P(A X B)

P(B)
= 0, ce

qui est absurde. Intuitivement, deux événements incompatibles sont dépendants l’un de l’autre puisque la place
occupée par l’un ne peut pas être occupée par l’autre.

Exercice d’application 34.27. On lance indépendamment l’un de l’autre deux dés à 6 faces, un rouge et un vert.
On considère A l’événement « le dé vert affiche le numéro 1 », B l’événement « le dé rouge affiche le numéro 2 » et
C l’événement « les deux dés affichent le même numéro ». Montrer que les événements A, B et C sont deux à deux
indépendants.

å

Soit A et B deux événements de (Ω,P(Ω),P).
Si A et B sont indépendants, alors on a : A KK B, A KK B et A KK B.

Proposition 34.28 - Indépendance et passage au contraire.

Démonstration.
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Soit A et B des événements indépendants.

P(A)P(B) = P(A)(1 ´ P(B))

= P(A) ´ P(A)P(B)

= P(A) ´ P(A X B) par indépendance
= P(AzB)

Or, AzB = A X B, d’où P(A)P(B) = P(A X B).
Donc A KK B. On obtient les autres résultats de manière similaire.

34.2.2 Indépendance (mutuelle) de plusieurs événements

Soit A1, A2, . . . , An des événements de (Ω,P(Ω),P).
On dit que les événements A1, A2, . . . , An sont (mutuellement) indépendants lorsque, pour toute
partie I de J1, nK,

P

(
č

iPI

Ai

)
=
ź

iPI

P(Ai).

Définition 34.29 - Indépendance (mutuelle) de plusieurs événements.

Exemple 34.30 (♡). Avec trois événements A, B et C, ceux-ci sont mutuellement indépendants si, et seulement si,

P(A X B) = P(A) ˆ P(B) P(A X C) = P(A) ˆ P(C)

P(B X C) = P(B) ˆ P(C) P(A X B X C) = P(A) ˆ P(B) ˆ P(C)

Exercice d’application 34.31. Reprenons l’Exercice d’application 34.27 du lancer des deux dés. On définit les
nouveaux événements suivants.

‚ A : « le dé vert donne un nombre pair » ;
‚ B : « le dé rouge donne un nombre impair » ;
‚ C : « les deux dés sont inférieurs ou égaux à 4 ».

Étudier l’indépendance mutuelle de A, B et C.

å
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Les ensembles de deux éléments sont des parties finies de J1, nK, donc

Indépendance (mutuelle) ùñ indépendance deux à deux

mais la réciproque est fausse (voir l’exemple qui suit) !

�
ATTENTION

�

Exemple 34.32. On lance deux fois de suite un dé à 6 faces équilibré. On définit les événements suivants.
‚ A : « le premier lancer donne un chiffre pair » ;
‚ B : « le deuxième lancer donne un chiffre impair » ;
‚ C : « l’un des lancer donne un chiffre pair, l’autre un chiffre impair ».

1. Montrer que les événements A et B sont indépendants, que les événements A et C sont indépendants et que les
événements B et C sont indépendants.

2. Les événements A, B et C sont-ils mutuellement indépendants ?

å On considère Ω comme l’ensemble des tirages possibles, donc Card(Ω) = 36. On utilise la probabilité uniforme P.
1. ‚ On a, avec le principe additif (on compte les résultats pour le premier lancer puis le second) Card(A) =

3 ˆ 6 = 18 et Card(B) = 6 ˆ 3 = 18. De plus, en disjoignant les résultats où l’on commence par un pair et
par impair, on obtient Card(C) = 9 + 9 = 18. Ainsi,

P(A) =
3 ˆ 6

36
=

1

2
, P(B) =

1

2
, P(C) =

18

36
=

1

2
.

‚ A X B = A X C = B X C et, avec le principe multiplication, Card(A X B) = 3 ˆ 3 = 9, ainsi

P(A X B) = P(A X C) = P(B X C) =
9

36
=

1

4
= P(A)P(B) = P(A)P(C) = P(B)P(C).

Donc les événements A, B et C sont indépendants deux à deux.
2. A X B X C = A X B, ainsi

P(A X B X C) =
9

36
=

1

4
et P(A)P(B)P(C) =

1

8
,

donc A, B et C ne sont pas mutuellement indépendants.

Soit A1, A2, . . . , An (où n ě 2) des événements (mutuellement) indépendants de (Ω,P(Ω),P).
1. En remplaçant des Ai par leur événement contraire, on obtient encore une famille d’événements

(mutuellement) indépendants.
2. Chacun des Ai est indépendant de tout événement B qu’on peut former par intersections, réunions

avec des événements Ak où k ‰ i ou leur contraire.

Proposition 34.33 - Opérations sur des événements indépendants.

Démonstration. 1. On va démontrer que A1, . . . , An´1, An sont (mutuellement) indépendants (l’ordre n’a pas d’im-
portance). Soit p P J2, nK et I = ti1, . . . , ipu une partie de J1, nK.

‚ 1er cas : n R I

Comme A1, A2, . . . , An sont (mutuellement) indépendants, on a bien P(Ai1 X Ai2 X ¨ ¨ ¨ X Aip) = P(Ai1) ˆ

P(Ai2) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(Aip).
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

‚ 2e cas : n P I. Disons que ip = n. Il s’agit alors de montrer que

P(Ai1 X ¨ ¨ ¨ X Aip´1 X An) = P(Ai1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(Aip´1) ˆ P(An).

On a :

P(Ai1 X ¨ ¨ ¨ X Aip´1
X An) = P

(
(Ai1 X ¨ ¨ ¨ X Aip´1

)zAn

)
= P(Ai1 X ¨ ¨ ¨ X Aip´1

) ´ P(Ai1 X ¨ ¨ ¨ X Aip´1
X An)

= P(Ai1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(Aip´1
) ´ P(Ai1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(Aip´1

) ˆ P(An)

(par mutuelle indépendance des A1, . . . An)

= P(Ai1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(Aip´1
)(1 ´ P(An))

= P(Ai1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(Aip´1
)P(An)

Ceci prouve que A1, . . . , An´1, An sont (mutuellement) indépendants.
On peut alors remplacer An´1 par son contraire et obtenir que les événements A1, . . . , An´2, An´1, An sont
(mutuellement) indépendants. Et ainsi de suite (on peut le formaliser à l’aide d’une récurrence, c’est un exercice
d’écriture).

2. Démonstration technique. Voyons sur un exemple. On suppose que A, B et C sont (mutuellement) indépendants
et montrons que A et (B Y C) sont indépendants.

P(A X (B Y C)) = P((A X B) Y (A X C))

= P(A X B) + P(A X C) ´ P(A X B X C)

= P(A)P(B) + P(A)P(C) ´ P(A)P(B)P(C)

= P(A) (P(B) + P(C) ´ P(B)P(C))

= P(A) (P(B) + P(C) ´ P(B X C))

= P(A)P(B Y C).

Donc A et B Y C sont indépendants.

L’indépendance mutuelle (de lancers d’objets par exemple) est très utile pour simplifier les calculs ! Si A1, A2, ..., An

sont mutuellement indépendants, alors

P(A1 X A2 X ¨ ¨ ¨ X An) = P(A1) ˆ P(A2) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(An).

L’indépendance n’est pas toujours bien précisée, mais elle a lieu par exemple quand on lance plusieurs fois un
même objet, qu’on fait un tirage avec remise, etc.

Méthode 34.34. Utiliser l’indépendance mutuelle pour simplifier les calculs

Exercice d’application 34.35. On fait n lancers indépendants d’une pièce de monnaie. À chaque lancer, la
probabilité de faire Face est la même : c’est le nombre p P ]0 ; 1[. Calculer la probabilité d’avoir obtenu Pile pour la
première fois au dernier lancer.

Pour tout k P J1, nK on note Fk l’événement « le k-ième lancer est Face ».

å
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

34.2.3 Variables aléatoires indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé (Ω,P(Ω),P).
On dit que X et Y sont indépendantes lorsque,

@A Ă X(Ω), @B Ă Y (Ω), P(tX P A et Y P Bu) = P(X P A) ˆ P(Y P B).

On note alors X KK Y .

Définition 34.36 - Variables aléatoires indépendantes.

Remarque 34.37. Avec les notations de la définition, on a X et Y indépendantes lorsque pour tout A Ă X(Ω) et
B Ă Y (Ω), les événements tX P Au et tY P Bu sont indépendants.

En particulier, si X et Y sont indépendantes, alors pour tout x P X(Ω) et pour tout y P Y (Ω), on a

P(tX = x et Y = yu) = P(X = x) ˆ P(Y = y).

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé (Ω,P(Ω),P).
Si pour tout x P X(Ω) et tout y P Y (Ω), on a

P(tX = x et Y = yu) = P(X = x) ˆ P(Y = y),

alors X et Y sont indépendantes.

Proposition 34.38 - Caractérisation des variables indépendantes.

Démonstration.
Supposons que pour tout x P X(Ω), y P Y (Ω), on a P(tX = x et Y = yu) = P(X = x) ˆ P(Y = y),

Soit A Ă X(Ω) et B Ă Y (Ω).

P(tX P A et Y P Bu) = P
(
ď

aPA
bPB

tX = a et Y = bu
)

=
ÿ

aPA
bPB

P(tX = a et Y = bu) (événements deux à deux incompatibles)

=
ÿ

aPA
bPB

P(X = a) ˆ P(Y = b) (par hypothèse)

=
ÿ

bPB

(
ÿ

aPA

P(X = a) ˆ P(Y = b)

)

=
ÿ

bPB

(
P(Y = b)

ÿ

aPA

P(X = a)

)

Or
ÿ

aPA

P(X = a) ne dépend pas de b dans la somme en b, donc on peut le sortir de la somme en b pour obtenir :

P(tX P A et Y P Bu) =

(
ÿ

aPA

P(X = a)

)(
ÿ

bPB

P(Y = b)

)
= P(X P A)P(Y P B).

Remarque 34.39. Les variables X et Y sont indépendantes lorsque pour tout x P X(Ω) et tout y P Y (Ω) tel que
P(Y = y) ‰ 0, on a P(X = x) = PtY=yu(X = x). Autrement dit, il y a indépendance de X et Y lorsque le fait de
savoir que Y = y n’apporte rien sur la probabilité de tX = xu.
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Chapitre 34 : Conditionnement et indépendance

Exercice d’application 34.40. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de même loi U (t0, 1u). On
pose Z = |X ´ Y |.

1. Déterminer la loi de Z.

2. Montrer que X et Z sont indépendantes.

å

Comme pour les événements, on utilise souvent l’indépendance pour simplifier les calculs.

Exercice d’application 34.41. On lance un dé équilibré à six faces 2 fois et on note X1 (resp. X2) la face obtenue
au premier (resp. second) lancer. Avec quelle probabilité obtient-on les deux fois une face impaire ?

å

34.2.4 Indépendance (mutuelle) de plusieurs variables aléatoires

Si on reprend l’Exercice d’application 34.40, on a montré que X, Y et Z sont deux à deux indépendantes.

On peut remarquer que malgré cette indépendance deux à deux, on a

P(X = 0, Y = 0, Z = 1) = 0 et P(X = 0)P(Y = 0)P(Z = 1) =
1

8

donc

P(X = 0, Y = 0, Z = 1) ‰ P(X = 0)P(Y = 0)P(Z = 1).

La notion précédente d’indépendance ne permet donc pas de travailler avec ces trois variables simultanément. Pour
cela, il faut une notion d’indépendance plus contraignante : l’indépendance mutuelle.

Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé (Ω,P(Ω),P).
On dit que les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont (mutuellement) indépendantes lorsque pour tout
A1 P X1(Ω), . . . , An P Xn(Ω), les événements tX1 P A1u, . . . , tXn P Anu sont (mutuellement) indépen-
dants.

Définition 34.42 - Indépendance (mutuelle) de plusieurs variables aléatoires.
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Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires définies sur (Ω,P(Ω),P). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes.

(ii) Pour tous B1 P X1(Ω), . . . , Bn P Xn(Ω),

P(X1 P B1, . . . , Xn P Bn) = P(X1 P B1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(Xn P Bn).

(iii) Pour tous x1 P X1(Ω), . . . , xn P Xn(Ω),

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P(X1 = x1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P(Xn = xn).

Proposition 34.43 - Caractérisation de l’indépendance mutuelle de variables aléatoires.

Démonstration. ‚ L’implication (i) ùñ (ii) est immédiate.

‚ L’implication (ii) ùñ (iii) est immédiate puisque pour tout k P J1, nK, txku est un événement de Xk(Ω).

‚ Montrons que (iii) ùñ (ii). Supposons (iii) vraie. Soit B1 P X1(Ω), . . . , Bn P Xn(Ω).

P(X1 P B1) . . .P(Xn P Bn) =

(
ÿ

x1PB1

P(X1 = x1)

)
. . .

(
ÿ

xnPBn

P(Xn = xn)

)
=

ÿ

(x1,...,xn)PB1ˆ¨¨¨ˆBn

P(X1 = x1) . . .P(Xn = xn)

=
ÿ

(x1,...,xn)PB1ˆ¨¨¨ˆBn

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) d’après (iii)

= P

 ď

(x1,...,xn)PB1ˆ¨¨¨ˆBn

tX1 = x1, . . . , Xn = xnu


= P

(
(X1, . . . , Xn) P B1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Bn

)
= P(X1 P B1, . . . , Xn P Bn).

‚ Montrons enfin que (ii) ùñ (i). Supposons (ii) vraie. Soit A1 P X1(Ω), . . . , An P Xn(Ω). Soit I une partie deJ1, nK. Nous devons montrer que

P

(
č

iPI

tXi P Aiu

)
=
ź

iPI

P(Xi P Ai).

Posons, pour tout i P J1, nK, Bi =

"

Ai si i P I
Xi(Ω) si i R I

. On a alors :

P

(
č

iPI

tXi P Aiu

)
= P

(
n
č

i=1

tXi P Biu

)
par définition des Ai

=
n
ź

i=1

P(Xi P Bi) d’après (ii)

=
n
ź

i=1

P(Xi P Ai) par définition des Ai

Exercice d’application 34.44. Soit p1, . . . , pn P J0, 1K et X1, . . . , Xn des variables de Bernoulli indépendantes de
paramètres respectifs p1, . . . , pn. Quelle est la loi de X1 . . . Xn ?

å
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Soit X1, . . . , Xn des variables (mutuellement) indépendantes définies sur (Ω,P(Ω),P) et g1, . . . gn des ap-
plications respectivement définies sur X1(Ω), . . . , Xn(Ω).
Alors les variables aléatoires g1(X1), . . . , gn(Xn) sont (mutuellement) indépendantes.

Proposition 34.45 - Application de fonctions à des variables aléatoires indépendantes.

Démonstration.
Pour tous a1 P g1(X1)(Ω), . . . an P gn(Xn)(Ω) :

P(g1(X1) = a1, . . . , gn(Xn) = an) = P
(
X1 P g´1

1 (ta1u), . . . , Xn P g´1
n (tanu)

)
= P

(
X1 P g´1

1 (ta1u)
)

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P
(
Xn P g´1

n (tanu)
)

par indépendance de X1, . . . , Xn

= P(g1(X1) = a1) . . .P(gn(Xn) = an)

et la Proposition permet de conclure.

Exemple 34.46. L’énoncé de la proposition précédente a l’air compliqué, en réalité il s’applique assez facilement.
Par exemple, si X,Y, Z sont indépendante, alors eX + 1, 2Y ´ 1, Z2 sont aussi indépendantes.

On peut encore « généraliser » ce résultat.

Soit m et n deux entiers tels que 1 ď m ď n. Soit X1, . . . , Xn des variables (mutuellement) indépendantes
définies sur (Ω,P(Ω),P) et f et g des applications définies sur des ensembles contenant respectivement
X1(Ω) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xm(Ω) et Xm+1(Ω) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn(Ω).
Les variables aléatoires f(X1, . . . , Xm) et g(Xm+1, . . . , Xn) sont alors aussi indépendantes.

Proposition 34.47 - Lemme des coalitions.

Démonstration.
Admis.

Remarque 34.48. Dans l’énoncé précédent, il y a deux coalitions (car il y a deux fonctions qui interviennent). On
peut généraliser à autant de coalitions que nécessaire.

On pourra par exemple retenir que toutes variables aléatoires Y1, . . . , Yk, définies à partir de X1, . . . , Xn de sorte que
chaque Xi n’intervient que dans au plus une des variables aléatoires Yj , sont (mutuellement) indépendantes.

Exemple 34.49. Soit X, Y et Z trois variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.

Les variables aléatoires X + Y 2 et 3Z + 1 sont mutuellement indépendantes.
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34.3 Loi binomiale

Soit n P N‹ et p P [0 ; 1]. On dit qu’une variable aléatoire réelle X définie sur (Ω,P(Ω),P) suit une loi
binomiale de paramètres n et p lorsque les deux points suivants sont vérifiés.

1. J0, nK Ă X(Ω).

2. Pour tout k P J0, nK, P(X = k) =

(
n

k

)
pkqn´k où q = 1 ´ p.

On note alors X „ B(n, p).

Définition 34.50 - Loi binomiale.

Démonstration.
La formule proposée définit bien une loi probabilité sur J0, nK puisque pour tout k P J0, nK, on a

(
n

k

)
pkqn´k ě 0 et

d’après la formule du binôme de Newton,
n
ÿ

k=0

(
n

k

)
pkqn´k = (p+ q)n = 1n = 1.

Remarque 34.51. Une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramètres 1 et p suit la loi de Bernoulli de
paramètre p.

Exemple 34.52. On a par exemple :

B

(
10,

1

2

)
B

(
10,

1

3

)
B

(
10,

1

10

)
´12

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

´12

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

´12

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Exercice d’application 34.53. ♡ Soit n P N‹, p P [0 ; 1], X „ B(n, p). Déterminer la loi de Y = n ´ X.

å

Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé (Ω,P(Ω),P) (mutuellement)
indépendantes et de même loi de Bernoulli de paramètre p P [0 ; 1].
La variable aléatoire S = X1 + ¨ ¨ ¨ +Xn suit la loi binomiale B(n, p).

Proposition 34.54 - Somme de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes.

Démonstration.
On a clairement S(Ω) = J0, nK.
Soit k P J0, nK. On note Ek = t(x1, . . . , xn) P t0, 1un | x1 + ¨ ¨ ¨ + xn = ku. Avec cette notation

tS = ku = tX1 + ¨ ¨ ¨ +Xn = ku =
ď

(x1,...,xn)PEk

tX1 = x1, . . . , Xn = xnu
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Les événements intervenant dans cette réunion sont deux à deux incompatibles donc

P(S = k) =
ÿ

(x1,...,xn)PEk

P(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn)

=
ÿ

(x1,...,xn)PEk

P(X1 = x1)P(X2 = x2) ¨ ¨ ¨P(Xn = xn) par indépendance mutuelle

=
ÿ

(x1,...,xn)PEk

P(X1 = x1)P(X1 = x2) ¨ ¨ ¨P(X1 = xn) car X1, . . . , Xn ont la même loi.

Dans chacun des termes de la somme précédente, on trouve un produit de facteurs valant P(X1 = 0) ou P(X1 = 1).
Puisque x1 + ¨ ¨ ¨ + xn = k, il y a exactement k fois le facteur P(X1 = 1) et n ´ k fois le facteur P(X1 = 0). Ainsi

P(S = k) =
ÿ

(x1,...,xn)PEk

P(X1 = 1)kP(X1 = 0)n´k

=
ÿ

(x1,...,xn)PEk

pk(1 ´ p)n´k

= pk(1 ´ p)n´k
ÿ

(x1,...,xn)PEk

1

= pk(1 ´ p)n´k Card(Ek)

=

(
n

k

)
pk(1 ´ p)n´k

et donc S suit une loi binomiale de paramètres n et p.

Situation d’apparition de la loi binomiale. Une variable de loi binomiale B(n, p) compte le nombre de succès dans n
expériences aléatoires indépendantes où la probabilité de succès de chaque expérience est p.

Dans le langage des urnes et des boules, une variable aléatoire de loi B(n, p) compte le nombre de boules d’un type
donné que l’on obtient lorsqu’on fait des tirages avec remise (pour garder les mêmes proportions à chaque tirage).

On pourra retenir que quand une variable aléatoire compte quelque chose, il y a de forte chance qu’une loi
binomiale soit cachée derrière ! Pour cela, il faut tout de même que deux conditions soient remplies : qu’on répète
la même expérience (donc que la probabilité p de succès à chaque étape ne change pas) et que les répétitions
soient indépendantes. Pour bien justifier, on pourra retenir le schéma suivant :

X compte les succès de l’épreuve de Bernoulli dont le succès est « ... » et dont la probabilité de succès
est p. Cette épreuve est répétée n fois de manière indépendante, donc X „ B(n, p).

Un « succès » correspond à ce que l’on compte. Si après un tirage de boules dans une urne X compte les boules
numérotées 42, alors un succès de l’expérience est « obtenir une boule numérotée 42 ».

Méthode 34.55. Schéma de rédaction - justifier qu’une variable aléatoire suit une loi binomiale

Exemple 34.56. 1. On considère une urne qui contient une proportion p de boules rouges et (1 ´ p) de boules
blanches. On effectue n tirages indépendants avec remise dans cette urne. On note X le nombre de boules rouges
obtenues à l’issue des n tirages.
X compte les succès de l’épreuve de Bernoulli dont le succès est « obtenir une boule rouge » et dont la probabilité
de succès est p. Cette épreuve est répétée n fois de manière indépendante, donc X „ B(n, p).

2. On joue n fois à Pile ou Face avec la même pièce donnant « Pile » avec probabilité p. On note X le nombre de
fois où on a obtenu « Pile ».
X compte les succès de l’épreuve de Bernoulli dont le succès est « obtenir Pile » et dont la probabilité de succès
est p. Cette épreuve est répétée n fois de manière indépendante, donc X „ B(n, p).

Exercice d’application 34.57. On lance 5 fois un dé équilibré à six faces dont deux blanches et quatre noires. Avec
quelle probabilité obtient-on exactement 3 fois une face noire ?

å
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Questions de cours
1. Donner la définition de probabilité conditionnelle d’un événement.
2. Énoncer la formule des probabilités composées.
3. Énoncer la formule de filtration.
4. Énoncer la formule des probabilités totales.
5. Énoncer la formule de Bayes.
6. Soit A et B deux événements de (Ω,P(Omega),P). Définir « A et B sont indépendants ».
7. Soit A1, . . . , An des événements de (Ω,P(Omega),P). Définir « A1, . . . , An sont (mutuellement) indépendants ».
8. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Ω,P(Omega),P). Définir « X et Y sont indépendantes ».
9. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Ω,P(Omega),P). Donner une condition suffisante pour que

X et Y soient indépendantes avec P(X = x) et P(Y = y) pour tout (x, y) P X(Ω) ˆ Y (Ω).
10. Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires définies sur (Ω,P(Omega),P). Définir « X1, . . . , Xn sont (mutuellement)

indépendants ».
11. Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires définies sur (Ω,P(Omega),P). Donner une condition suffisante pour que

X1, . . . , Xn soient (mutuellement) indépendantes avec P(X = x1), . . . ,P(X = xn) pour tous x1 P X1(Ω), . . . , xn P

Xn(Ω).
12. Énoncer le lemme des coalitions.
13. Définir la loi binomiale.
14. Que peut-on dire d’une somme de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes ?

Lycée H. Loritz
20/20

PCSI - 2024/2025


	Conditionnement et indépendance
	Probabilités conditionnelles
	Définitions et propriétés
	Conditionnement
	Formule des probabilités totales
	Formule de Bayes
	Loi conditionnelle

	Indépendance
	Événements indépendants
	Indépendance (mutuelle) de plusieurs événements
	Variables aléatoires indépendantes
	Indépendance (mutuelle) de plusieurs variables aléatoires

	Loi binomiale


