CHAPITRE 29 : Applications linéaires

CHAPITRE 29 APPLICATIONS LINEAIRES

Dans tout ce chapitre, K = R ou C, n et p désignent des entiers naturels non nuls. E, F' et G désigneront des K-espaces

vectoriels.

29.1 Définitions et premieres propriétés

29.1.1 Définition et exemples

,—[Déﬁnition 29.1 - Application linéaire, forme linéaire.]

Soit u : E — F une application. On dit que u est une application linéaire si
Va,y € E, Yo, e K, u(ax + By) = au(z) + fu(y).

Si F' =K et si u est linéaire, alors on dit alors que u est une forme linéaire.

\.

Notation 29.2. On note L(FE, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.
Lorsque E = F', on note L(F) = L(E, F).

,—[Proposition 29.3 - Premiéres propriétés.]

Soit u : E — F' une application linéaire. Alors,
1. U(OE) =0p.

2. Va1,...,en € E, VA1, ..., €K, u (Z )\kxk> = > Aeu(z).
k=1

\

Démonstration. 1. uw(0g) = u(0g +0g) = u(0g) + u(0g). Dot 0p = u(0g).

2. Par récurrence sur n a partir de la définition. ]
Proposition 29.4 - Caractérisation des applications linéaires.]
Soit u : E — F. u est linéaire si et seulement si
Vr,2' € B, VAe K, u(dz+2') = du(z) + u(z').
Démonstration.
Si u est linéaire, alors on a immédiatement pour tout A € K, pour tous x,2’ € E, u(A\x + ') = Au(x) 4+ u(a’).
Réciproquement, supposons que
Ve,2' € B, VA€ K, u(Az+ ') = u(z) + u(z').
Soit y,y' € E et a, f € K.
u(ay + By') = au(y) + u(By) en choisissant A = o, © = y et 2’ = By
= au(y) + Bu(y’) en choisissant, pour trasnformer u(8y’), A=,z =y', 2’ =0
Ll
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CHAPITRE 29 : Applications linéaires

Exemple 29.5.

ur: R — R estlinéaire wuw: R — R non linéaire wu3: R — R non linéaire
T — g T — §+1 r > sin(z)
car uz(0) # 0 par exemple car ug (m) # 2us (g) par exemple
A

i // A

_.__
o
—_
—_

vl |- - -
3

Exercice d’application 29.6. Soit a < b des réels. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

1. Idg: F — F 2. §: E — F
r — X r — Op
3. wusg: K2 — K 4. uy: K} — K2
(x,y) — 2zx+3y+1 (z,y,2) — (2z+3y—z,5z+ 6y —4z2)
5. us: C — C 6. us: K[X] — K[X]
z — Z P — P
7. ur: €'(R) — F°R) 8 wug: €(a;b,R) — R
o — S0/ b
R RLL
9. ug: M, ,(K) — M,,(K) 10. uo: K[X] — K
M — MT P — P(a)
-
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CHAPITRE 29 : Applications linéaires

Remarque 29.7 (¥). On peut généraliser le point 4. de 'exercice d’application précédent : une application w :
K™ — KP? telle que chaque composante de u(z1,...,Z,) est définie comme une combinaison linéaire de 1, ..., x, est
une application linéaire.

Remarque 29.8. Si A est un sous-espace vectoriel de E et si u € L(E, F), alors u|4 est elle aussi linéaire.
En effet, 8'il est vrai que pour tous z,y € E et A € K, u(Ax+y) = Af(z) + f(y), c’est a fortiori vrai pour tous z,y € A.

29.1.2 Opérations et structure

Proposition 29.9 - Combinaison d’applications linéaires.]

L’ensemble (E(E7 F),+,) est un sous-espace vectoriel de F¥.

Démonstration.

Proposition 29.10 - Composée de deux applications linéaires.

N
J

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Démonstration.

3/30
PCSI - 2024/2025 Lycée H. Loritz



CHAPITRE 29 : Applications linéaires

Proposition 29.11 - Bilinéarité de la composition.]

Pour tous u,u’ € L(E, F), v,v' € L(F,G), \,p €K, on a:

vo(Au+pu')=Xvou+puvou et (M+pv')ou=ou+ v ou.

Démonstration.
Soit u,u’ € L(E, F), v,v" € L(F,G), \,n € K.
1. Soit z € F.

(vo M+ pu)) (z) = v((Au + pu') ()
= v(Au(z) + pu’

(x)) par linéarité de u
= No(u(w)) + pole’

u'(z)) par linéarité de v

d’ott vo (Au+ pu') = vou+ pvou.

2. Soit z € F.
(o + ) 0 u)(z) = o+ ) ()
— No(u(e) + o (u())
= (Avou+ ' ou)(x)
donc (Av + pv’) ou = Avou+ pv' ou. O

Remarque 29.12. Une autre fagon de voir la proposition précédente est de dire que
LE,F) — L(E,G) et L(F,G) — L(E,G)
p —> wvop P — You
sont des applications linéaires.
On pourrait donc étre tenté de dire que £(F) muni la composition et de la multiplication externe par un scalaire est

un K-espace vectoriel. Ce n’est a priori pas vrai car les éléments de L(FE) ne sont pas tous inversibles pour la loi o
(c’est-a-dire bijectifs).

29.1.3 Endomorphismes

Définition 29.13 - Endomorphisme.]

Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-méme, c’est-a-dire un élément de
L(E).

Remarque 29.14. L(E) est un K-espace vectoriel (d’aprés la Proposition 29.9).

Définition 29.15 - Homothétie. |

Soit A € K. L’application AIdg est un endomorphisme de E appelé '’homothétie de E de rapport \.

Démonstration.
Soit « € K, z,2’ € E.

(Mdg)(az +2') = Mdg(ax + 2') = Aaz + Az’ = a((Mdg)(x)) + (\dg)(z')
donc AIdg est une application linéaire. Puisque son espace vectoriel de départ est le méme que son espace vectoriel

d’arrivée, on en déduit que Aldg € L(E). O
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Exemple 29.16. 1. K2 — K2 est un endomorphisme de K2.
(z,y) — (22 =5y, —z+y)
2. ¢°R) — F*(R) est un endomorphisme de € (R).

p — ¢
3. Pour tout A € K[X], K[X] — KI[X] (multiplication par A) est un endomorphisme de K[X].
P — AP
4. Pour tout Q € K[X], K[X] — K[X] (composition a droite par Q) est un endomorphisme de K[X].
P —> P (@] Q
Exercice d’application 29.17. Montrer que u: K[X] — K[X] est un endomorphisme de K[X].

P — (X3*4+5X+2)P

La Proposition 29.10 assure que si u,v € L(E), alors uov € L(E). En particulier, u o u € L(E) et on peut continuer :
uouou€ L(E),uocuououe L(E), etc. On peut généraliser.

Notation 29.18. On note souvent la composition des endomorphismes de E comme un produit. C’est-a-dire que
pour u et v dans L(E),

UV = U O V.
On notera en particulier la composée n-iéme d’'un endomorphisme v avec lui-méme comme :
u' =uouo---ou.
_

n fois

Plus précisément, on convient que u° = Idg et on note

VneN, u"=uxu®

(ou pour tout n € N, u"t! = u" x u).

@ ATTENTION @

Méme si elle est notée comme un produit, la composition n’est PAS commutative. Il vaut mieux la voir comme
la multiplication de matrices carrées.

,—[Proposition 29.19 - Formules de « factorisation » avec la composée n-iéme.] N\

Soit u et v deux endomorphismes de E. Si uw et v commutent, alors

n n—1
(u+v)" = Z (:) uFo" R et u — o™ = (u— ) Z ukyn=FL
k=0

k=0

Démonstration.
On suppose que u et v commutent.
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1. Pour tout n € N, on note H,, : « (u+v)" = Z (k) kyn=Fk . 11 est rapide de constater que Hy est vraie. Soit

n € N tel que H,, est vraie.

(u + U)n,+1 _ (u + v)(u + ,U)n

= (u+v) i (Z) ubon =k

k=0

zn] ( ) uktlyn—k 4 Zn: (Z)ukvn—k-H

S >
= O

+ n
n > k, n—k+1 (”) k, n—k+1
u-v + Z u-v

k=1 <k -1 k=0 k

(i <k n 1>ukvn—k+1 n <n>u”+1v0> n ( S <Z>ukvn+1—k n <0>u0vn+l>

k=1 NV " k=1

n+1 n+1 S n n k n—k+1
et 3 () + ()

= k—1 k
n+ 1 1LO’IJ"+1 + i n+ 1 uk:,Un—k:—Q—l 4 n+ 1 un+1v0
0 k n—+1

k=1

_§1<n+1> kyn—k

via H,,

Pascal

Ainsi H, 1 est vraie. Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout n € N, H,, est vraie.

2. On a

n—1
u—vZuv"lk Z k+1n1k E’U,k’ljn_k
k=0

n n—1
= Z uFon =k — Z ukyn—F décalage dans la lére somme
k=1 k=0
n—1 n—1
_unvo_'_Zukvnk_<On+Zuv )
k=1
=" ="

OJ

Exemple 29.20. Soit u € L(F). Puisque Idg commute avec tout endomorphisme de F, on a les résultats suivants.

1. uoldg =Idgou = u.
2. (u+1dg)® = (u+1dg)o (u+1dg) o (u+1dg) = ud + 3u? + 3u + ldg.
3. uou—Idg =u? —Idg = (u — Idg) o (u + Idg).

@ ATTENTION @

Comme pour le produit de matrices, on peut avoir u o v = 0 avec u et v toutes les deux non nulles.

29.1.4 Noyau, Image

,—[Proposition 29.21 - Images directes et réciproques de sous-espaces vectoriels.]

Soit u € L(E, F).
1. Si G est un sous-espace vectoriel de E, alors u(G) est un sous-espace vectoriel de F'.

2. Si H est un sous-espace vectoriel de F, alors u~!(H) est un sous-espace vectoriel de E.
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CHAPITRE 29 : Applications linéaires

Démonstration.

,—[Déﬁnition 29.22 - Noyau, image d’une application linéaire.] N

Soit uw € L(E, F).

1. On appelle noyau de u et on note Ker(u) l’ensemble des antécédents de Op par w.
Ker(u) = w1 ({0F}).

2. On appelle image de u et on note Im(u) 'ensemble des images des éléments de E par u.

\ J

Remarque 29.23. On a en particulier

Ker(u)={r e F|u(z) =0r} et Im(u)=={yeF|3Izxe E ulxr)=uy}.

,—[Proposition 29.24 - Le noyau et ’image sont des sous-espaces vectoriels.] N

Soit u € L(E, F). Alors,
1. Ker(u) est un sous-espace vectoriel de F,

2. Im(u) est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration.

Exemple 29.25. Soit I un intervalle de R et f, g deux fonctions continues sur I. On pose

¢: D(I) — D) et ¢v: DI) — D)
h - h' +ah h +~— A" +ah’ +bh
On peut facilement vérifier que ces deux applications sont linéaires.

Ker(y) est 'ensemble des solutions de 1’équation différentielle homogene y' 4+ a(t)y = 0 et Ker(¢)) est I'ensemble des
solutions de y” + a(t)y’ + b(t)y = 0.

Ces ensembles sont donc des sous-espaces vectoriels de F(I,R).
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Exemple 29.26. L’application v : K[X] — K[X] a pour noyau Ker(u) = Ko[X].
P — P

Exercice d’application 29.27. Soit u : R® — R? (c’est une application linéaire). Dé-
($7yuz) — (x—i—y—z,y—?z)
terminer une base de Ker(u).

-

29.2 Injectivité, surjectivité, bijectivité

29.2.1 Définitions

N

,—[Déﬁnition 29.28 - Isomorphisme, automorphisme d’espaces vectoriels.) N\

1. On appelle isomorphisme une application linéaire bijective entre deux espaces vectoriels.
2. On appelle automorphisme un endomorphisme bijectif.

L’ensemble des automorphismes d’un espace vectoriel E est appelé groupe linéaire de F et se note

GL(E).

N

Définition 29.29 - Espaces vectoriels isomorphes. )

On dit que deux K-espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E vers F'.

Exemple 29.30. L’application ¢ : R? — Ry[X] est un isomorphisme de R? dans Ra[X]. Cet
(a,b,c) > a+bX +cX?

isomorphisme « géométrise » Ro[X] en faisant une sorte de copie parfaite de R3. Par exemple, la coplanarité des
1 X2
vecteurs (0,1,0), (0,0,1) et <0, 1, 2> se traduit dans Ro[X] par celle des vecteurs X, X? et X + -
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CHAPITRE 29 : Applications linéaires

(0,0,1)

R3

Isomorphisme ¢

(1,0,0)

Exemple 29.31.
1. Soit f: R? — R? est un automorphisme de R?. En effet, on peut montrer apres résolution
(x,y) — (2z+y,3z+2y)
d’un systéme linéaire que, pour tous (x,v), (a,b) € R?,
r = 2a-—0
f(z,y) = (a,b) = { y = 2b—3a

Ce calcul donne au passage I’expression de la réciproque

f7': R? — R?
(a,b) > (2a—b,2b— 3a)

1
2. Pour X\ # 0 dans K, 'homothétie A\-Idg: F — [E est un automorphisme, dont la réciproque est de E-
T — Az

§he

Exercice d’application 29.32. ¢ Montrer que ¢ : Ry[X] — R? est un isomorphisme et donner
P — (P(0), P(0))
I’expression de sa réciproque.

-

Exemple 29.33. R;[X] est isomorphe & R? d’aprés I'exemple précédent.

Proposition 29.34 - Réciproque d’un isomorphisme.}

Soit u : E — F un isomorphisme.
Alors v=! : F — E, Papplication réciproque de u, est aussi un isomorphisme. On a de plus (uil)fl = u.

Démonstration.

Par définition des isomorphismes, u !

existe bien et est bijective. Il faut donc montrer qu’elle est linéaire.

Soit v,y € F', A € K. Alors, par linéarité de u, on a

u(Mu"(y) +ut () = (v () Fulu () par linéarité de u
=Xy +y caruou ! =1Idp
=u(u 'Oy +9)) caruou ' =Idp

Comme u est bijective, on en déduit que Au=t(y) + u=(y) = w1 (\y + 7).

Donc u~! est linéaire. O

9/30
PCSI - 2024/2025 Lycée H. Loritz
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N

Proposition 29.35 - Composition d’isomorphismes.J

Soit E, F, G des K-espaces vectoriels et v : E — F, v : ' — G des isomorphismes.
Alors vowu : E — G est un isomorphisme. On a de plus (vowu)  =u " tov L.

Démonstration.
On a déja vu que la composée de deux bijections est une bijection (voir le chapitre Ensembles et applications) et que
la composée de deux applications linéaires est une application linéaire. ]

Remarque 29.36. GL(F) s’appelle « groupe linéaire » car il s’agit effectivement d’un groupe, en considérant 1’opéra-
tion o. Cela signifie que la composition est bien interne (Proposition 29.35), associative (la composition d’application
est toujours associative), posséde un élément neutre (Idg, d’aprés 'Exemple 29.31) et tout élément de GL(F) posséde
un inverse dans GL(E) pour la loi o (Proposition 29.34). Cette notion est hors-programme et n’est donnée qu’a titre

culturel !
Notation 29.37. La proposition précédente assure que si u € £(E) est un automorphisme, alors u=! ou™! =1 o

u~t ou~!, etc. sont encore des automorphismes. On notera alors

VneN, v "=@w"HY'=ulto--.out.
_—

n fois

Ainsi, en se rappelant de la Notation 29.18, on a donné un sens & u™ pour tout n € Z et tout u € GL(E).

29.2.2 Injectivité et noyau, surjectivité et image

On commence par un rappel du chapitre Ensembles et applications.

N

Théoréme 29.38 - Lien entre surjectivité et image.)

Soit u € L(E, F). u est surjective si et seulement si Im(u) = F.

Le résultat suivant est fondamental, c’est en effet presque toujours ainsi que I’on montre I'injectivité d’une application
linéaire.

Théoréme 29.39 - Lien entre injectivité et noyau.}

Soit uw € L(E, F). u est injective si et seulement si Ker(u) = {0g}.

Démonstration.

Exercice d’application 29.40. L’application u : K} — K2 est-elle injective ?
(z,y,2) — (224 3y — 2,52 + 6y — 4z)

-
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Exemple 29.41 (). Montrons que ¢ : R®R — RE n’est pas injective mais que @ |xogr ) 1'est.
p 2 ¥ |¢°(R,R)
f — fxsin

© est linéaire (a faire en exercice), donc ¢ |<g0(R’R) aussi (cf. Remarque 29.8).

e Soit f € RR.
f e Ker(p) < Vx e R, f(x)sin(z) =0 < Vo € R\rZ, f(z) =0.

En particulier, la fonction 1,z vérifie cette derniére assertion donc 1,z € Ker(y), puis Ker(¢) # {0} et par
conséquent ¢ n’est pas injective.

e On a par ailleurs :
Ker (¢ |gomp)) = {f € €°(R,R)| ¢(f) =0} = €(R,R) n Ker(p).

Or la seule fonction continue nulle partout sauf en les multiples de 7 est la fonction nulle, donc Ker (cp ’%O(RJ{) ) =
{Ogr}, ce qui entraine que ¢ |<gO(R7R) est injective.

Remarque 29.42 (£). On peut généraliser le travail fait dans le deuxieéme point : si u € L(E, F) et A est un

sous-espace vectoriel de F, alors
Ker (u]a) = A n Ker(u).

@ ATTENTION @

| Avec les mémes notations que dans la remarque précédente, Im (u|4) # A N Im(u).

29.3 Applications linéaires en dimension finie

29.3.1 Image d’une famille de vecteurs par une application linéaire

Lemme 29.43 - Image d’une famille génératrice par une application linéaire.]

Soit uw € L(E, F). Soit ey, ...,e, € E. Alors,

u(Vect (e1,...,en)) = Vect (uley),...,u(e,)).

Démonstration. e Soit x € Vect (u(eq),...,u(e,)). Par définition, il existe A1,..., A\, € K tels que z = \u(er) +
-+ Au(en). On a dong, par linéarité de u, x = u(Aeg + - -+ + Apen). Donc x € u(Vect (eq, ..., e,)). Dot

Vect (u(er), ..., ule,)) < u(Vect (e1,...,en)).

e Soit x € u(Vect (e1,...,ey)). Alors il existe A\j,..., A, € K tels que z = u(Mey + -+ + A\pe,). Dot & =
Muler) + -+ + Mu(ey). Done € Vect (u(eq), ..., u(e,)). Ainsi,

u(Vect (e1,...,e,)) < Vect (u(er),...,ule,)).
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Proposition 29.44 - Famille génératrice d’une image.]

Soit uw € L(E, F). On suppose que E est de dimension finie et on note (eq,...,e,) une base de E. Alors
(u(er),...,u(e,)) est une famille génératrice de Im(u).
Démonstration.
On a Im(f) = u(E) = u(Vect (e1,...,e,)) = Vect (u(ey), ..., u(e,)) d’apres la proposition précédente. O
Exercice d’application 29.45. Soit f : R3> — R? . Déterminer une base de Im(f).
(z,y,2) — (z+y+22,2+42)
-
,—[Proposition 29.46 - Image d’une famille libre, génératrice, d’une base.} N
Soit u € L(E, F). Soit F = (ey,...,ey,) une famille finie de vecteurs de E. On pose G = (u(e1), ..., u(en))-
1. Si u est injective et si F est libre, alors G est libre.
2. Si u est surjective et si F est génératrice de E, alors G est génératrice de F.
3. Si u est bijective et si F est une base de E, alors G est une base de F'.
Démonstration.

29.3.2 Rang d’une application linéaire

Définition 29.47 - Application linéaire de rang ﬁni.]

Soit u € L(E, F). On dit que u est de rang fini si Im(u) est de dimension finie. Le cas échéant, on appelle
rang de u Uentier rg(u) = dim(Im(u)).

Remarque 29.48. On n’impose pas que F ou F soient de dimension finie dans la définition précédente.
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,—[Théoréme 29.49 - Inégalités sur le rang et cas d’égalité.] N

Soit w e L(E, F).
1. Si F est de dimension finie, u est de rang fini et rg(u) < dim(F), avec égalité si et seulement si u est
surjective.
2. Si F est de dimension finie, u est de rang fini et rg(u) < dim(FE), avec égalité si et seulement si u est
injective.
3. Si E et F sont de dimension finie, u est de rang fini, rg(u) < dim(F) et rg(u) < dim(F). De plus, u
est un isomorphisme si et seulement si dim(E) = rg(u) = dim(F).

Démonstration. 1. On suppose que F' est de dimension finie.
e Puisque Im(u) < F, on a dim(Im(u)) < dim(F), donc u est de rang fini et rg(u) < dim(F).
e Si w est surjective, Im(u) = F, donc en particulier rg(u) = dim(F).
2. On suppose que F est de dimension finie.
e Soit (ey,...,e,) une base de E. Alors Im(u) = Vect (u(e1),. .., u(e,)) (cf. Corollaire ). En particulier, Im(u)
est de dimension finie (donc u est de rang fini) et rg(u) = dim(Im(u)) < n = dim(E).
e Si u est injective, alors la famille (u(e1),...,uce,)) est libre (cf. Proposition ), donc c’est une base de Im(u).
En particulier, rg(u) = dim(E).
3. Supposons E et F' de dimension finie.
e Les deux premiers points donnent que rg(u) < dim(E) et rg(u) < dim(F).

e Toujours avec les deux premiers points, u est un isomorphisme si et seulement si u est injective et surjective,
ce qui équivaut a rg(u) = dim(F) et rg(u) = dim(F). O

En général, une application ne peut que « contracter » son ensemble de définition, donc on retrouve que si F et F
sont de dimension finie, rg(u) < dim(FE) et rg(u) < dim(F).

E
u est injective si et seulement si u est surjective si et seulement si
rg(u) = dim(E) rg(u) = dim(F)
s
F
Im(u) 5
-

Corollaire 29.50 - Caractérisation des espaces isomorphes.]

Deux espaces vectoriels E et F' de dimension finie sont isomorphes si et seulement si dim(E) = dim(F').

Démonstration.
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Remarque 29.51 (¥). Le théoréme précédent entraine les remarques suivantes.
1. Siue L(E, F) est injective, alors dim(E) < dim(F'). En particulier, il n’existe pas d’application linéaire injective
u € L(R3 R?) (lespace de départ est « trop gros » par rapport a l’espace d’arrivée pour que tous les éléments
aient des images distinctes).
2. Si u € L(E,F) est surjective, alors dim(F) > dim(F). En particulier, il n’existe pas d’application linéaire
surjective u € L(R?,R3) ('espace d’arrivée est « trop gros » par rapport a l’espace de départ pour que tous les
éléments de l'espace d’arrivée aient un antécédent).

Démonstration. 1. Si u est injective, alors d’apres le théoréme précédent, rg(u) = dim(E). Or on sait que rg(u) <
dim(F), d’ou le résultat.

2. Si w est surjective, alors d’apres le théoreme précédent, rg(u) = dim(F"). Or on sait que rg(u) < dim(E), d’ou le

résultat. J

Proposition 29.52 - Rang d’une composée.]

Soit u e L(E,F) et ve L(F,G). Si u et v sont de rang fini, alors v o u est de rang fini et

rg(v 0 w) < min(rg(u), 13(v)).

Démonstration. e On sait que Im(v o u) < Im(v). Comme Im(v) est de dimension finie, il en va de méme pour
Im(v ou) donc v ou est de rang fini. En outre, dim(Im(v o ) < dim(Im(v)), c’est-a-dire rg(v o u) < rg(v).
e On sait que Im(v o u) = v(Im(u)) donc dim(Im(v o u)) < dim(Im(u)) c’est-a-dire rg(v o u) < rg(u). O

,—[Proposition 29.53 - Composer par un isomorphisme ne change pas le rang.] \

Soit ue L(E,F) et ve L(F,G).
1. Si u est un isomorphisme et si v est de rang fini, alors v o u est de rang fini et rg(v o u) = rg(v).

2. Si w est de rang fini et si v est un isomorphisme, alors v o u est de rang fini et rg(v o u) = rg(u).

Démonstration. 1. Im(vou) < Im(v) et Im(v) = Im((vou)ou=t) < Im(vowu) donc Im(v) = Im(v o u).

2. On a Im(v o u) = v(Im(u)). Or Im(u) est de dimension finie donc v(Im(u)) est de dimension finie. Notons B
une base de Im(u). Puisque B est libre et comme v est injective, v(B) est libre. Or on sait que B est une famille
génératrice de Im(u) donc v(B) est une famille génératrice v(Im(u)). Au final, v(B), qui a autant de vecteurs que
B, est une base de Im(v o u) donc rg(v o u) = rg(u). O

,—[Théoréme 29.54 - Caractérisation des isomorphismes en dimension ﬁnie.] N

Soit uw € L(E, F).

u est bijective «—— u est injective u est surjective
e dim(E) = dim(F) dim(E) = dim(F)
Démonstration.
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@ ATTENTION @

Ce résultat est faux en dimension infinie. Par exemple, 'application linéaire R[X] — R[X] est surjective
P — P

mais pas injective.

,—[Corollaire 29.55 - Caractérisation des isomorphisme avec un inverse a droite ou a gauche.]ﬁ

Soit u € L(F). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) ue GL(E).
(ii) w est inversible a gauche dans L(F), c¢’est-a-dire

Jve L(E), vou=Idg.
(iii) f est inversible a droite dans L(E), c’est-a-dire

Jve L(E), uowv=Idg.

Démonstration.

Si wowv = Idg (resp. vowu = Idg) pour un certain v € L(F), alors on sait que u est surjective (resp. injective)
d’apres la démonstration de la caractérisation de la bijectivité avec la composition, faite dans le chapitre Ensembles
et applications. Le résultat découle donc du théoreme précédent. ]

29.3.3 Théoréme du rang

N

,—[Lemme 29.56 - Théoréme du rang, forme géométrique.J N

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un espace vectoriel quelconque. Soit u une application
linéaire de E dans F. Si E’ est un supplémentaire de Ker(u) dans E, alors g : E’ — Im(u) est un
isomorphisme.

Démonstration.

15/30
PCSI - 2024/2025 Lycée H. Loritz



CHAPITRE 29 : Applications linéaires

Tlustration de la démonstration.

,—[Théoréme 29.57 - Théoréme du rang, forme usuelle.] N

Soit w € L(E, F'). On suppose E de dimension finie. Alors
dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E).

Autrement dit,
dim(Ker(u)) + rg(u) = dim(E).

Démonstration.
Exercice d’application 29.58. Soit u : R?> — R? . Déterminer, sans résoudre de

(x,y,2) — (z+2y,x+2y+32,2,32)
systéme linéaire, une base de Ker(u) et de Im(u).

-
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29.3.4 Détermination d’une application linéaire sur une base ou une somme directe

Proposition 29.59 - Application i-éme coordonnée.]

On suppose que E est de dimension finie et on note (ey, ..., e,) une base de E. On note e 'application qui
associe & tout vecteur de F sa i-éme coordonnée dans B = (e, ..., e,). Cette application, appelée i-éme
forme coordonnée de F dans B, est une forme linéaire.

Démonstration.
Soit z,y € E de coordonnées respectives (x;)1<i<n €t (¥i)1<i<n- Soit A € K. Alors

n

Aty = A 2 zie; + Z yiei = Y, (Azi + yi)e;
=1 =1

i=1

done, pour tout i € [1,n], eX(A\x + y) = A\x; +y; = Aef(z) + el (y), ce qui montre que e est linéaire. O

Pour connaitre une application en général, on n’a pas trop d’autre choix que de connaitre I’ensemble de ses valeurs point
par point. Pour une application linéaire en revanche, ce lot considérable d’informations peut étre résumé par un nombre
restreint de valeurs stratégiques. On connait par exemple parfaitement I’application w : (z,y, z) — (2z+y+z,3z—2) de
R3 dans R? si on sait qu’elle est linéaire et si on sait que : u(1,0,0) = (2,3), u(0,1,0) = (1,0) et u(0,0,1) = (1,—1).
En effet, pour tout (x,y,2) € R? :

u(z,y, z) = u(x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= 2u(1,0,0) + yu(0,1,0) + zu(0,0,1) par linéarité de u
=z(2,3) +y(1,0) + 2(1,-1)
=2z +y+ z,3x—2).

Le théoréme qui suit, fondamental, généralise ce principe.

Théoréme 29.60 - Détermination d’une application linéaire par 1’image d’une base.

On suppose que E posséde une base (e, ...,e,). Pour tout famille (f1,..., f,) de vecteurs de F il existe
une et une seule application linéaire u de E dans F pour laquelle, pour tout i € [1,n], u(e;) = f;.

Démonstration.
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Moralement, le théoréme précédent assure que pour connaitre/définir une application linéaire complétement, il suffit
de connaitre/définir les valeurs qu’elle prend sur une base de I’espace de départ.

,—{Corollaire 29.61 - Deux applications qui coincident sur une base sont égales.] N

Soit (e1,...,ey,) une base de F et u,v € L(E, F). Si
Vie[l,n], wu(e)=wv(e;),

alors les applications u et v sont égales

Démonstration.

Théoréme 29.62 - Détermination d’une application linéaire sur une somme directe.

Soit Eq et Eo deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et uy € L(E1, F), ug € L(Es, F'). Alors il
existe une et une seule application linéaire u € L(E, F') pour laquelle u|g, =u1 et u|g, = us.

Démonstration. e Analyse. On suppose qu'il existe u € L(E, F) tel que u|g, = uy et u|p, = us. Soit x € E. Puisque
E = FE| @ Es, il existe x1 € E1 et x5 € Fs tels que x = x1 + x2. Par linéarité de u :

LL(.L) = U(IL’l + IL‘Q) = ’LL(ZL‘l) + ’LL(IL'Q) = ”LLl((L‘1> -+ UQ((L'Q)

Donc u est uniquement déterminée & partir de u; et ug (fixés).
o Synthése. Pour tout = x1 + x4 € E avec x1 € Ey et x5 € Fs, posons u(x) = uy(x1) + uz(x2). On définit ainsi
une application de F dans F'.
o Pour tout z; € Eq,
wry) = u(z1 +0p) = u(21) +u2(0p) = ui(z1)
donc ul|g, = u;.
o De méme, u|p, = us.

o Il reste a démontrer que u est linéaire. Soit A€ K, x = x1+ 29, y = y1 +y2 € E avec x1, 22 € E1, y1,y2 € Es.

On a
Ar+y=Axy +y1)+ (Aza + y2) .
—_— e
ek, eFls
Donc
u(Az +y) = ur(Azy + y1) + uas(Axa + y2)

= (Aug(z1) + u1(y1)) + (Aua(z2) 4+ ua(y2)) par linéarité de uy et de us

= AMua(21) + uz(22)) + (ua(y1) + u2(y2))

= Mu(z) + u(y)
ce qui montre la linéarité de wu. ]
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29.4 Projecteurs et symétries

,—[Déﬁnition 29.63 - Projection, symétrie.] N

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Alors tout élément x € F s’écrit de maniere
unique sous la forme x = xp + z¢ avec zp € F et xg € G. On définit alors deux applications.

1. La projection sur F' paralléelement & G (ou encore le projecteur sur F' de direction G est
Papplication p de E' dans E définie pour tout x € E par p(z) = xp.

2. La symétrie par rapport a F parallelement a G est application s de F dans E définie pour
tout x € E par s(x) = zp — z¢.

Dans les deux cas, F' est appelé la base et GG la direction de la projection ou de la symétrie.

Projection p sur F' parallélement a G Symétrie s par rapport a F' parallelement & G

Exemple 29.64. En considérant le R-espace vectoriel C : iR
e 2 —> Z est la symétrie par rapport a R parallelement Im(z)f------- z
a iR.

o 2z —> MRe(z) est le projecteur sur R parallelement & .
iR. 0 NRe(z)

e z — Jm(z) est le projecteur sur iR parallélement
a R. z

Exercice d’application 29.65. Déterminer I’expression de la projection de R? par rapport &
F={(z,y,2)eR*| z+y+2=0}

parallelement a G = Vect ((1,1,1)).

-
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,—[Proposition 29.66 - Espaces caractéristiques pour les projecteurs et les symétries.j—

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. On note p la projection sur F' parallélement
a G et s la symétrie sur F' parallelement a G.

1. Espaces caractéristiques des projecteurs.
F =Im(p) =Ker(p —Idg) et G =Ker(p).
2. Espaces caractéristiques des symétries.

F =XKer(s —Idg) et G =ZKer(s+Idg).

Démonstration.

Remarque 29.67. On reprend les notations de la proposition précédente.

1. F = Ker(p —Idg) = {x € E| p(x) = x}, ce qui signifie que l'espace sur lequel on projette est I’ensemble des
vecteurs qui sont invariants par la projection.
G = Ker(p), ce qui signifie que la direction de la projection est ’ensemble des vecteurs qui sont projetés sur 0.
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2. F =Ker(s —Idg) = {z € E| s(x) = x}, ce qui signifie que I'espace par rapport auquel on fait la symétrie est
I’ensemble des vecteurs qui sont invariants par la symétrie.
G = Ker(s+1Idg) = {z € E| s(x) = —a}, ce qui signifie que la direction de la symétrie est ’ensemble des vecteurs
qui sont envoyés sur leur opposé.

,—[Théoréme 29.68 - Caractérisation algébrique des projecteurs.] N

Soit p € L(E). p est un projecteur si et seulement si p? = p.
Le cas échéant, Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires dans E et p est la projection sur Im(p) parallelement
a Ker(p).

Démonstration.

Remarque 29.69. Soit p € L(E) tel que p?> = p. Le théoréme précédent assure que p est un projecteur, donc ses
espaces caractéristiques sont supplémentaires dans E : Im(p)@Ker(p) = E. La démonstration donne une décomposition
concréte de chaque vecteur de E :

Vee E, z= plx) +x—p(x).

€lm(p) eKer(p)

On aurait d’ailleurs pu utiliser le théoréme du rang pour aller un peu plus vite dans la démonstration précédente et
combiné avec Ker(p) n Im(p) = {Og} pour directement obtenir Ker(p) @ Im(p) = E, mais on serait passé a coté de
cette jolie égalité!

+0

Exemple 29.70. Pour tout P = Z arX* € R[X] (avec cette notation, les éléments de la famille (az)ren sont tous
k=0

nuls sauf un nombre fini d’entre eux), on note 7(P) = a2 X2 + a; X + ap. L’application 7 ainsi définie est le projecteur

de R[X] sur Ry[X] de direction X?R[X] = {X3P : P € R[X]}. Par exemple,

T(2X*+ X% —4) = X? — 4.
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D’aprés le théoreme de la division euclidienne par X3 : X3R[X]
R[X] = X3R[X] ® R?*[X], donc 7 est l'unique endo-
morphisme de R[X] pour lequel T|R2[X] = Idg,x] et
T ’XSR[X] = Oz (x3R[X],R[X])- A ce titre, c’est un projecteur.
Les points fixes de 7 sont exactement les polynémes de
degré inférieur ou égal & 2, donc Im(7) = Ry[X]. Quant
aux polynémes dont l'image par 7 est nulle, ce sont ceux
dont les trois premiers coefficients sont nuls, ce qui signifie
qu’on peut factoriser par X3, donc Ker(7) = X3R[X].

Exercice d’application 29.71. Montrer que p : R?Z — R? est un projecteur et préciser ses éléments
(z,y) — (z—,0)
caractéristiques.
-
Vect ((1,1))
» T
0 .
> Vect ((1,0))
p(z)
,—[Théoréme 29.72 - Caractérisation algébrique des symétries.] N\

Soit s € L(E). s est une symétrie si et seulement si s = Idp.
Le cas échéant, Ker(s —Idg) et Ker(s+1Idg) sont supplémentaires dans E et s est la symétrie par rapport
a Ker(s — Idg) parallelement & Ker(s + Idg).

Démonstration. e Montrons que s* = Idg. Notons z = zp + 26, avec zp € F, zg € G. On a s*(z) = s(xp —2g) =
rp +xq = x, donc 52 = Idg.

e Réciproquement, supposons que s> = Idg.

x + s(x) i s(x)

o Pour tout z € F, ona xz = 5 5 . Or
z+s(z)\  s(@)+s*(x)  x+s(x)
"\ 2 )T 2 2
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donc %G(T) € Ker(s — Idg). De méme,
N s(x)\  s(x)—s*(z) _z—s(z)
2 2 B 2
donc %g(m) € Ker(s —Idg).

On vient d’obtenir Ker(s — Idg) + Ker(s 4+ Idg) = E.

o Soit z € Ker(s —Idg) nKer(s+1Idg). Alors s(z) —x =0 = s(z) +x d’ott = 0 puis Ker(s —Idg) n Ker(s +
Idg) = {0g}.
o On a donc Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg) = E.

z+s@) . 7;(1) = s(x) est la symétrie de x par rapport & Ker(s — Idg) parallelement &

Ker(s + Idg). O

En particulier,

Ker(s + Idg)

z—s(x)

Remarque 29.73. Soit s € L(E) tel que s> = Idg. Le théoréme précédent assure que s est une symétrie, donc ses

espaces caractéristiques sont supplémentaires dans E : Ker(s —Idg) @ Ker(s+1dg) = E. La démonstration donne une
décomposition concrete de chaque vecteur de E :

x + s(x xr — s(x
LUNES &

—— ——
eKer(s—Idg) €Ker(s+Idg)

Vee E, x=

Exemple 29.74 (£). Notons P (resp. Z) I’ensemble des fonctions de R® paires (resp. impaires). Considérons I’ap-
plication ¢ qui associe a toute fonction f : R — R associe la fonction  — f(—x).

e o est clairement linéaire et vérifie 02 = Idgr, donc o est une symétrie.

e Déterminons Ker(o — Idgr). Soit f € RE.
feKer(oc —Idgr) <= Vz eR, f(—z) =2z <= feP
donc Ker(o — Idgr) = P.
e De méme, Ker(o + Idgr) = 7.

Finalement, o est la symétrie de R® par rapport a ’ensemble P des fonctions paire parallelement & ’ensemble Z des
fonctions impaires. En particulier,

RE=POT.
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Exercice d’application 29.75. Montrer que s : R?2 — R? est une symétrie et préciser ses éléments
(z,y) — (y,2)

caractéristiques.

-

Vect ((1,—1)) s(z) 4
. Vect ((1,1))

Exercice d’application 29.76. Montrer que u: M,(K) — M, (K) est une symétrie. Donner ses éléments
A — AT
caractéristiques.

-

,—[Théoréme 29.77 - Lien projecteur/symétrie.j N

Soit F' et G deux sous-espace supplémentaires de E. On note p la projection sur F' parallelement a G,
p’ la projection sur G parallelement & F' et s la symétrie par rapport & F parallélement & G. Dans ces

conditions :
. s+ 1Idg
—
Démonstration.
Soit x € E. Puisque = F® G, il existe xp € F et ¢ € G tels que x = zp + 24.
s(x)+x xp—=x T T 2x s+ 1Id
On a g(T)+T:TF TG+TF+TGZEZIFZP(-T%dODCp:HiE. L]
2 2 2 2
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Remarque 29.78. On reprend les notations du théoréme. On a aussi :
p+p =Idg et pop’ =p op=0,p.

Démonstration.
Soit z € E. Puisque £ = F® G, il existe zp € F et xg € G tels que © = zp + 2.

1. p(z)+p'(z) =2p + 26 =2, donc p+p' = Idg.
2. p(p'(z)) = p(zg) = p(0 + zg) = 0, donc pop’ = Oz(g). De méme, p' op = 0z (p). O

Remarque 29.79. Comme tous les résultats de ce paragraphe, les relations précédentes (du théoreme et de la
remarque) se retrouvent tres rapidement avec un dessin.

29.5 Formes linéaires et hyperplans

On rappelle qu'une forme linéaire sur E est une application linéaire de F vers K.

,—[Proposition 29.80 - Image et noyau d’une forme linéaire.} N

Soit w est une forme linéaire sur E.
1. Si u est application nulle, alors Ker(u) = E et Im(u) = {Ok}.

2. Siw n’est pas application nulle, alors Ker(u) # E et Im(u) = K, ce qui assure que u est surjective.

Démonstration.

Définition 29.81 - Hyperplan.]

On appelle hyperplan de E le noyau H d’une forme linéaire non nulle u sur E.

Remarque 29.82 (¥). Dans la définition précédente, H est un sous-espace vectoriel de E (en tant que noyau d’une
application linéaire) et H = {x € E'| u(z) = 0} (par définition du noyau).

Exemple 29.83.

1. L’ensemble H = {(x, y,2) e R3 | r—y+2z= O} est un hyperplan de R? car c’est le noyau de la forme linéaire
non nulle u : R?® — R
(x,y,2) — x—y+2z
2. L’ensemble H = { P € R[X]| (X — 1) divise P} est un hyperplan de E car c’est le noyau de la forme linéaire non
nulle w: R[X] — R
P — P(1)

1
3. L’ensemble H = {f e ¢°([0; 1)) ‘J f)dt = 0} est un hyperplan de €°([0; 1]) car c’est le noyau de la forme
0
linéaire non nulle ¢ : €°([0;1]) — R .
1
fo— | s
0

Théoréme 29.84 - Caractérisation géométrique des hyperplans.]

Soit H une partie de E. Les assertions suviantes sont équivalentes.

(i) H est un hyperplan de E. (ii) H est supplémentaire d’une droite de E.
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Démonstration.
Vect (a)
a
H = Ker(u)
0
,—[Corollaire 29.85 - Dimension des hyperplans.] N

On suppose que E est de dimension finie égale a n.
1. Tout hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E' de dimension n — 1,

2. Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1 est un hyperplan, c’est-a-dire le noyau d’une
forme linéaire non nulle sur E.

Ceci signifie que les hyperplans de E sont exactement les sous-espaces vectoriels de £ de dimension n — 1.

Démonstration.

Exemple 29.86 (¥). Les hyperplans des espaces vectoriels de dimension 2 sont les droites, et les hyperplans des
espaces vectoriels de dimension 3 sont les plans.
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Exemple 29.87. L’ensemble {P € Ry[X] ‘ ﬁ(l) = P(2) } est de dimension 4 car c’est un hyperplan : c’est le noyau

de la forme linéaire u: Ry[X] — R

~

P +— PI(1)—P(2)

r—(Proposition 29.88 - Equation d’un hyperplan dans une base en dimension ﬁnie.]—

On suppose que E est de dimension finie et on note B = (ey,...,e,) une base de E. Soit a1,...,a, € K
non tous nuls.
L’ensemble des vecteurs de E dont les coordonnées 1, ..., z, dans la base B vérifient I’équation

a1r1+ -+ apx, =0

est un hyperplan de E. Tout hyperplan a une équation de ce type.

Démonstration. e Notons H I'ensemble des vecteurs de E dont les coordonnées (x1, ..., z,) dans la base BB vérifient
I'équation
arry+--+apx, =0
On a
H={xeFE|aej(z)+- -+ ane,(xz) =0}

donc H est le noyau de la forme linéaire non nulle u = aje] + - - - + anel, ce qui montre que H est un hyperplan

de E.
e Soit H un hyperplan. Notons u une forme linéaire non nulle telle que H = Ker(u). Soit € E dont on note
(z1,...,2y) les coordonnées dans la base .
reH <= u(zr) =0« u(zie1 + -+ zpe,) =0 <= zuler) + - -+ zule,) =0
donc les éléments de H vérifient bien une équation du type annoncé. ]

Exercice d’application 29.89. ¢ On considére H = {P € R3[X] ’13(2) = 0}.

1. Justifier que H est un hyperplan de R3[X].
2. Déterminer une équation de H dans la base canonique de R3[X].
-

29.6 Equations linéaires

Nous avons déja rencontré beaucoup d’équations linéaires, mais nous n’avions pas jusqu’ici un concept clair de linéarité.
On approfondit dans ce paragraphe en les généralisant quelques-unes de vos connaissances antérieures, dont le fameux
principe « solution générale de I’équation compléte = solution particuliere 4 solution générale de I’équation homogene ».

Définition 29.90 - Equation linéaire.j

On appelle équation linéaire toute équation de la forme u(x) = y ol u est une application linéaire de E
dans F', y un vecteur fixé de F' et ou x, 'inconnue, est un vecteur de F.
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Exemple 29.91. 1. Le systeme linéaire

1,171 + a12T2 + -+ a1 pr, = by
a21%1 + ag 2% + -+ aspr, = b
an1 21+ An 2Ty + F Gnply = by
d’inconnues les réels z1,...,x,, est une équation linéaire : elle s’écrit w((z1,...,2p)) = (b1,...,bs) OU u est
I’application linéaire
U R? — R"
(x1,...,2p) > (a1121+a12T2 4+ + Q1 pTp, oy A 1T1 + Gp2T2 + -+ + G pTp)

2. Soit a, b deux réels et f une fonction continue de R dans R. L’équation différentielle
y' +ay +by=f

d’inconnue la fonction y de classe €2 sur R & valeurs dans R est une équation linéaire. En effet, elle s’écrit
©(y) = f ot ¢ est Papplication linéaire définie par

@ %2 (Ra R) - %O(Ra R)
y — Yy +ay +by

3. Soit a, b deux réels et (wy,)nen une suite réelle. La relation de récurrence
VneN, upio—+ aupyr + bu, = w,
d’inconnue la suite réelle (u,)nen est une équation linéaire. En effet, elle s’écrit ¥ (u) = w ol ¢ est 'application
linéaire définie par

$: RN — RN
u > (Upg2 + QUpt1 + buy), N

,—[Déﬁnition 29.92 - Ensemble des solutions, équation homogéne associée.] N\

Soit ue L(E,F)etyeF.

1. Résoudre l'équation linéaire u(x) = y, c’est trouver tous les xz € E tels que u(z) = y.

2. L’ensemble des solutions de 1’équation linéaire u(x) = y est par définition {z € F | u(x) = y}.
3. L’équation linéaire u(x) = Op est dite homogéne.
4

. L’équation linéaire homogene associée & I’équation linéaire u(z) = y est 'équation u(x) = Op.

\ J

Remarque 29.93 (¥). L’ensemble des solutions de 1’équation linéaire homogeéne u(z) = O est le noyau de w.
Comme Ker(u) est un sous-espace vectoriel de E, Pensemble des solutions d’une équation linéaire homogéne est un
espace vectoriel.

f—[Théoréme 29.94 - Structure de I’ensemble des solutions.] N

Soit ue L(E,F)etyeF.
o Siy ¢ Im(u), alors ’équation linéaire u(x) = y n’a aucune solution.

e Si y e Im(u), alors il existe au moins une solution a I’équation linéaire u(x) = y. En notant x, 'une
de ces solutions (une solution « particuliére » ), ’ensemble S des solutions de cette équation est

S={xp+axp : x5 € Ker(u)}.

Cet ensemble S est donc formé des vecteurs de E qui peuvent s’écrire comme la somme de z, et
d’une solution zj, de ’équation homogene associée u(x) = Op.
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Démonstration.

Notation 29.95. En reprenant les notations du théoréme, on notera S = z, + Ker(u) I'ensemble des solution de
u(z) =y (dans le cas ou y € Im(u)).

Exercice d’application 29.96. Déterminer la suite u qui vérifie ug =0, u; =5 et

VneN, upto = 3upt1 — 2u, —4.

‘ Vect ((4n)nen)

S = KGT(T) + (4n)neN
l (47’L) neN

Ker(T') = Vect ((2")nen, (1)nen)
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29.7 Questions de cours

1. Donner la définition d’application linéaire (ou une caractérisation).
2. Siue L(E,F), que vaut u(0g) ?
3. Donner la définition d’endomorphisme (resp. homothétie, isomorphisme, automorphisme).
4. Que peut-on dire de 'image directe (resp. réciproque) d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire ?
5. Définir la notion de noyau d’une application linéaire.
6. Définir la notion d’image d’une application linéaire.
7. Opérations usuelles sur les isomorphismes (réciproque d’un isomorphisme, composée d’isomorphismes.
8. Donner le lien entre surjectivité et image.
9. Donner le lien entre injectivité et noyau.
10. Si (e1,...,ey) est une famille génératrice de E et u € L(E, F'), donner une famille génératrice de Im(u).
11. Soit (ey,...,e,) une famille libre de vecteurs de E et uw € L(E, F'). Donner une condition sur suffisante sur u
pour que (u(ey),...,u(ey)) soit libre.
12. Soit (ey,...,e,) une famille génératrice de vecteurs de E et v € L(FE, F). Donner une condition sur suffisante
sur u pour que (u(ey),...,u(e,)) soit génératrice de F'.

13. Définir le rang d’une application linéaire.

14. Soit u € L(E,F). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que w soit un isomorphisme a I'aide du
rang.

15. Soit w € L(E, F) avec dim(F) = dim(F'). Donner deux conditions nécessaires et suffisantes pour que u soit un
isomorphisme.

16. Enoncer le théoréme du rang.

17. Que peut-on dire de deux applications linéaires qui coincident sur une base ?
18. Définir la notion de projection (resp. de symétrie).

19. Donner les espaces caractéristiques d’un projecteur (resp. d’une symétrie).
20. Donner la caractérisation algébrique des projecteurs (resp. symétries).

21. Donner le lien entre projecteur et symétrie.

22. Donner la définition d’hyperplan.

23. Donner la caractérisation géométrique des hyperplan.

24. Quelle est la dimension d’un hyperplan d’un espace vectoriel de dimension n ?
25. Donner la définition d’équation linéaire.

26. Donner la structure des solutions d’une équation linéaire.
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