CHAPITRE 26 : Séries numériques

CHAPITRE 26 SERIES NUMERIQUES

« Numérique » signifie « réelle ou complexe » : on étudiera donc dans ce chapitre des séries a valeurs réelles ou complexes.
On fixe ng € N pour le reste du chapitre.

26.1 Généralités et premiers exemples

26.1.1 Présentation

r—[Déﬁnition 26.1 - Série.] <

Soit (tn )n>n, une suite réelle ou complexe. On appelle série de terme général u,, la suite (Sy)nN>n, définie

par
N

VN =2 ng, Sy= Z Up = Upg + Ung+1 + - -+ UN.

n=ngo

Cette série se note Z Uy OU Z uy s’il n’y a pas ambiguité sur la valeur de nyg.

nzng
Pour tout N = ng, le nombre Sy est appelé la somme partielle de rang N de la série de terme général
Up,-
,—[Déﬁnition 26.2 - Série convergente.} N

La série Z uy, est dite convergente lorsque la suite (Sy)nsn, st convergente. Sa limite finie est alors

n=ng
40
appelée somme de la série Z Uy, et notée Z Uy -
nz=ng n=mno

Autrement dit, si (Sy)nsn, €st convergente,
N +o0
lim Z Uy = Z Up,.
Noboo k n
k:’no k:’no

Si la suite (Sn)Nsn, diverge, on dit que la série Z u, est divergente.

n=ngo

\ J

Remarque 26.3. e Comme pour les suites, il faut faire la différence entre la série, le terme général de la série et
la somme de la série.

e Une série est une suite.

Le terme général et une somme partielle d’une série sont des nombres.
e La somme d’une série est sa limite, lorsqu’elle existe.

Etudier la nature d’une série c’est déterminer si elle converge ou non. Deux séries sont dites de méme nature si
elles sont toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes.

Exercice d’application 26.4. Exprimer les sommes partielles de la série Z n. En déduire la nature (convergente
n=0
ou divergente) de cette série.

-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

1 1
Exercice d’application 26.5. Donner les sommes partielles de la série Z ( “or 1). En déduire que la série
n o on
n=1

converge et préciser sa somme.

-

148

1
Exercice d’application 26.6. < Montrer que la série Z — est convergente.

n=1

-

141

1
Exercice d’application 26.7. < Montrer que la série Z —, appelée série harmonique, est divergente.

n=1

-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

,—[Déﬁnition 26.8 - Reste d’une série convergente.} N

Soit Z Uy une série numérique convergente. Pour tout N > ng, le nombre

n=ng
+0 N +00
By= ) un= D un= 2, un
n=ng n=ng n=N+1

est appelé le reste d’ordre N de cette série.

En particulier, si 2 u,, converge, on a pour tout NV € N,

n=0

+o0
Z u, = Sy + Ry

n=0

26.1.2 Premiéres propriétés de convergence

,—[Proposition 26.9 - L’indice de départ n’influe pas sur la nature de la série.] N
Soit ng et n1 deux entiers naturels avec ng < ny. Les séries associées aux suites (Un)ns>no €6 (Un)nsn, sont
de méme nature. Autrement dit les premiers termes de la suite n’interviennent pas sur la convergence ou
la divergence de la série de terme général wu,. Par contre, dans le cas ou la série converge, les sommes

400 +o0
S = Z Uy et S’ = Z uy, sont a priori différentes et on a :
n=ngo n=mni
+o0 ni—1 +o0
5 =S et 3w
n=no n=ngo n=ni
. 7

Démonstration.
Les suites des sommes partielles sont de méme nature puisque le rang de départ d’une suite n’influe pas sur sa nature.

Par ailleurs, si NV € N, on a
ny—

N 1 N
Z Up = Uy + Z Unp
n=ng n=ng n=ni

d’ou I’égalité de la proposition en cas de convergence en faisant tendre N vers —+o0. ]

Remarque 26.10. Cette proposition implique une convention d’écriture dans les exercices. Lorsqu’on demande la
nature (convergente ou divergente) de la série Z U, sans avoir auparavant défini a partir de quel entier ng les termes
u, sont considérés, c’est parce que cette valeur ng n’a aucune influence sur la nature de cette série. En pratique, on
choisit ng le plus petit possible de sorte que la suite (uy, )n>n, Soit correctement définie. Si I’énoncé demande la somme
d’une série convergente, alors la valeur de ng est précisée.

1

1
Par exemple, quand on s’intéresse a la nature de la série Z —, on s’intéresse a 2
n n

n=1

,—[Proposition 26.11 - Le terme général et le reste d’une série convergente tend vers 0.]—

Si la série Z U, est convergente, alors :

n=ng
1. la suite (up)n>n, converge vers 0;

2. la suite (RN)Nsn, des restes de la série converge vers 0.
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

Démonstration.

La contraposée du premier point est souvent utilisée pour repérer « facilement » des séries divergentes.

Corollaire 26.12 - Divergence grossiére.]

Soit Z Uy, une série numérique. Si (uy,)n>n, ne tend pas vers 0, alors la série Z u, diverge.
nz=ngo nz=ngo
On dit que cette série diverge grossiérement.

, n+1
E ice d’ licati 26.13. Etudier 1 t d éri —1)" et .
xercice d’application udier la nature des séries Z( " e Z 2

n=0 n=1

-

@ ATTENTION @

Le fait que la suite (u,)p>n, converge vers 0 ne permet pas de prouver que la série Z u, est convergente.

nzng

1
Par exemple, la série harmonique diverge (voir I’Exercice d’application 26.7) alors que — - 0. L’exercice
n n—4+ow

d’application ci-apres fournit un autre exemple de série divergente avec un terme général qui tend vers 0. Si on
doit résumer :

Une somme infinie de quantités qui tendent vers 0 peut ne pas converger

Exercice d’application 26.14. Montrer que la suite de terme général v/n + 1 — 4/n tend vers 0 mais la série

Z (vVn+ 1 — +/n) diverge.

n=0

-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

,—[Théoréme 26.15 - Linéarité des séries convergentes.} N

Soit Z Up €t Z vy, deux séries numériques et A et p deux scalaires.

n=ng n=ng
Si Z Uy et 2 v, sont convergentes, alors Z (Auy, + pv,) est convergente et
n=ng n=mng n=no
+o0 +o0 +o0
Z (Aup, + poy) = A Z Up + [ Z Uy
n=ngo n=no n=no

En particulier, la somme de deux séries convergentes est convergente.

Démonstration.
Si Z Uy, €t Z v, sont convergentes alors on a, pour tout N = ng,

nz=ngo nz=ngo

N

N N
Z (Aup, + pvy) = A 2 Uy + [ Z Uy,

n=no n=no n=no

N 400 N 400 N 400 +o0
2 Uy — 2 U, et Z Uy — v, donc Z (Aup, + pv,) — A 2 Up + 4 Z Uy, O
N—+0 N—+4o0 N—>+w0
n=ng n=ng n=no n=ngo n=no n=ngo n=ng
+0o0 +00 +00
Remarque 26.16. Dans le théoréme, ’égalité Z (Aup, + poy) = A Z Uy + [ 2 v, N'a de sens que si les trois
n=ng n=ng n=ng
séries convergent.
,—[Théoréme 26.17 - Somme d’une série convergente et d’une série divergente.] N
Soit Z Uy, €t Z v, deux séries numériques.
n=ng n=ngo
Si Z Uy est convergente et Z vy, divergente, alors Z (up, + vp) est divergente.
n=ng n=ng n=ng
. 7
Démonstration.
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

@ ATTENTION @

Z Uy, €t 2 v, sont divergentes, on ne peut rien dire de la nature de la série Z (up, + vy,) (voir
n=no n=ng n=ng
Pexemple ci-apres).
2. Si Z Uy, et Z vy, convergent, on ne peut rien dire en général de Z U, V. Nous verrons que la série
n=ng n=ng n=ng

= . (=D (=) 1
converge et pourtant la série X = — diverge.

Exemple 26.18. Les deux séries Z n et 2 —n sont divergentes. Leur somme Z 0 est convergente. Par contre, la

n=0 n=0 n=0
série Z n -+ Z n= Z 2n est divergente.
n=0 n=0 n=0
,—[Proposition 26.19 - Critére de convergence d’une série a valeurs complexes.] N\

Soit u € CN. Z uy, converge si et seulement si Z Re(uy,) et Z JIm(u,) convergent. Le cas échéant,

n=ng n=ng n=no

+0o0 400 400
Z Up = Z Re(up) +1 Z Im(uy,).

n=ngo n=ngo n=nogo

Démonstration.
Immeédiat en utilisant les résultats sur les suites complexes. ]

26.1.3 Séries géométriques

,—[Déﬁnition 26.20 - Série géométrique.] N

On appelle série géométrique toute série de la forme Z q" ou ¢ est un nombre complexe.
n=0

,—[Proposition 26.21 - Nature des séries géométriques.} N

Soit ¢ € C. La série géométrique Z q" converge si et seulement si |¢| < 1. Le cas échéant,

n=0
+o0
D=y
n=0 L— q
Démonstration.
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

Exercice d’application 26.22. Etudier la convergence des séries suivantes :

1LY 5 2. )i 3. 2<;>n 4. gocf;(nn).

n=0 n=0 n=0

26.1.4 Séries exponentielles

,—[Théoréme 26.23 - Série exponentielle.] N
n
Soit x € R. La série Z — est appelée série exponentielle. C’est une série convergente et
e
o8]
+ ™ N
2 e
= n!
\ V
Démonstration.
La démonstration sera donnée plus tard dans 'année, dans le chapitre Intégration sur un segment. ]

3n71

Exercice d’application 26.24. Déterminer la nature et la somme de la série Z '
n!

n=1

-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

26.1.5 Comparaison série-intégrale

,—[Lemme 26.25 - Comparaison série-intégrale.] N

Soit ng € N et f une fonction réelle continue et monotone sur [ng; +o0[.
N

Pour tout N > ng, on note Sy = Z f(n)

n=ngo

1. Si f est croissante, alors pour tout N > ng

J f()dt + f(ng) < f f()dt + f(N).
2. Si f est décroissante, alors pour tout N > ny,
J f)dt+ f(N J f(t)dt+ f(no).
Démonstration.
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

,—[Théoréme 26.26 - Comparaison série-intégrale.} N\

Soit ng € N et f une fonction réelle continue, décroissante et positive ou nulle sur [ng; +oo[. Alors il

existe £ € R tel que
N

N
> fn) N L ft)dt 4+ £+ 0(1).

n=ngo

En particulier :

N
. Z f(n) et (J f(t) dt) sont de méme nature.
no N

n=no =no

e En cas de divergence,
N N
> x| o

N——+ow
n=ng o

Démonstration.

Exercice d’application 26.27. Montrer qu’il existe v € R tel que

Sl
n; S (V) +o(1).

Le réel «y est appelé la constante gamma d’Euler.

-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

26.1.6 Les séries de Riemann

Définition 26.28 - Série de Riemann.]

1
On appelle séries de Riemann les séries de terme général u,, = — avec v € R.
n

Théoréme 26.29 - Nature des séries de Riemann.]
. s 1 . .
Soit a € R.. La série Z — converge si et seulement si o > 1.
nOé

n=1

Démonstration.

Remarque 26.30. Dans le théoréme précédent, on peut préciser un peu les cas de divergence.

1
e Si a <0, la série Z — diverge grossierement.
n
n=1

1
e Si0 < a<1,lasérie 2 — diverge (mais pas grossiérement). Dans ce cas, on a aussi obtenu dans la démons-
n=1
tration :

1 Nl—a
n® No+tw 1—o

=

n=1

N
1 1
Exercice d’application 26.31. Déterminer la limite de | — —
(m P ﬁ)

-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

26.2 Séries a termes positifs

On s’intéresse a présent aux séries dont le terme général est positif ou nul (donc pas de séries a termes complexes
ici!), mais les résultats que nous allons démontrer s’adaptent aisément au cas négatif. L’essentiel est donc, dans ce
paragraphe, que le terme général soit de signe constant (méme si ¢a n’est vrai qu’a partir d’un certain rang, les
résultats présentés restent valables).

Lemme 26.32 - Sens de variation d’une série a termes positifs.]

Soit Z Uy, une série dont le terme général est positif ou nul. Alors la suite des sommes partielles de la

n=ngo
série est croissante.

Démonstration.

\

Théoréme 26.33 - Adaptation du théoréme de la limite monotone aux séries.J

Soit Z U, une série dont le terme général u,, est réel positif ou nul. La série Z u, converge si, et

nzngo nz=no
seulement si, la suite de ses sommes partielles est majorée.
Démonstration.
,—[Théoréme 26.34 - Critére de comparaison par des inégalités.} N

Soit (Un)n=ng» (Vn)nsn, € RN. On suppose que pour tout n = ng, 0 < u,, < v,.

1. Sila série Z vy, converge, alors la série 2 Uy, converge aussi.

n=ng n=no

2. Si la série Z uy diverge, alors la série Z v, diverge aussi.

nzngo n=ng

Démonstration.

1
Exercice d’application 26.35. Donner la nature de la série 2 —————. Vous pourrez remarquer que pour
vnt4+n+1

n=0
tout n =1, vVni+n+1=n2

-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

Exercice d’application 26.36. Donner la nature de la série Z

tout n > 1,

-

n=1

Théoréme 26.37 - Regle de l’équivalent.]

( + e”). Vous pourrez remarquer que pour

Soit (Un)nsne €t (Un)nsn, deux suites a termes réels positifs ou nuls.

Siu, ~ w,,alors les séries Z Up €t Z v, sont de méme nature.
+0o0

n—

nzng n=ngo

Démonstration.

Exercice d’application 26.38.

-

Exercice d’application 26.39.

Lycée H. Loritz

1
Donner la nature de la série Z sin ()

n
n=1 2

1
Donner la nature de la série 2 (exp () - 1).
n

n=1
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

1
Exercice d’application 26.40. <& Déterminer la nature de la série Z Arccos (1 - )

n=1 \/ﬁ

-

26.3 Convergence absolue et suites sommables

,—[Déﬁnition 26.41 - Série absolument convergente.] \

Soit (un)n>n, une suite de nombres réels ou complexes. On dit que la série Z u, est absolument

nz=ngo
convergente lorsque la série Z |un| converge.
n=ng
\ 7
+o0
Notation 26.42. Pour traduire qu’'une suite est absolument convergente, on pourra noter 2 |un| < 400 (attention,
n=0

cette notation ne se généralise pas aux séries convergentes tout court).

Définition 26.43 - Suite sommable.]

On dit qu’une suite (u,)n>n, est sommable lorsque la série Z Uy, est absolument convergente.

n=ng

13/19
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

r—[Déﬁnition 26.44 - Somme d’une suite sommable.] N
Soit (tn)n>n, une suite de nombres réels ou complexes. Si (tp,)n>n, €t sommable, on appelle somme de
+o0
la suite (up)n>n, la somme de la série qui lui associée, a savoir le nombre 2 Up,-
n=ngo
\ V

—1)"
Exemple 26.45. La série Z % est absolument convergente puisque Z
n
n=1 n=1

(=D"

n2

(="

1 ..
= 2 — est une série de
n2

2
n=1 n

Riemann convergente.

On peut donc aussi dire que la suite ( ) est sommable.
n=1

Théoréme 26.46 - La convergence absolue entraine la convergence.]

Si une série Z u, est absolument convergente alors elle est convergente.

n=ngo

Démonstration. e Cas ou u est réel. La série 2 |, | converge et pour tout n = ng, 0 < w, + |u,| < 2 |u,|, donc

n=no
par comparaison de séries a termes positifs, Z (Up + |un|) converge. Par différence, la série Z Uy converge a
n=ng n=ng

son tour.

e (Cas ou u est complexe. La série Z |u,| converge et pour tout n = ng,

nz=ng

0 < [Re(un)| <lun| et 0<|TIm(uy)| < |un

donc par comparaison de séries a termes positifs, les séries Z [Re(un)| et Z |Im(u,,)| convergent toutes les

n=ng n=ng
deux. Avec le premier point, on en déduit que Z Re(uy) et 2 Im(uy,,) convergent. Finalement, par linéarité,
nz=no nzng
la série Z Up = Z (Re(un) + ¢ Im(uy)) converge a son tour. O

nzngo nzngp

,—[Proposition 26.47 - Inégalité triangulaire pour les séries absolument convergentes.]—

Si une série Z Uy, est absolument convergente alors
n=ngo
+o0 +00
< 3
n=nogo n=ngo
\ 7
Démonstration.
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

s
Exercice d’application 26.48. Donner la nature de la série Z 1n(2n)
n=1 n
-
ein
Exercice d’application 26.49. Montrer que la série Z —5 converge.
n=1

-

@ ATTENTION @

Une série peut étre convergente sans étre absolument convergente (cf. exercice d’application suivant). On dit
alors que la série est semi-convergente.

-1 n—1
Exercice d’application 26.50. < On considére la série harmonique alternée Z L Cette série est-elle
n
n=1
absolument convergente ? convergente 7

£

Remarque 26.51 (&). Dans le cas ol (uy,)n>n, n'est pas sommable, il est toujours possible que la série Z Up, SOit

nzng
+o
convergente et donc que la somme Z uy,, existe. Cependant, si la suite est sommable, on peut prouver que quelle
n=no

que soit la fagon de regrouper les termes de la suite (méme en changeant 'ordre), la somme existe et vaut toujours la
méme valeur (hors-programme).
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

Proposition 26.52 - Reégle du grand O pour la convergence absolue.]

Soit (tn)nsn, une suite de nombres réels ou complexes et (vy,)n>n, une suite de nombres réels positifs.
Siw, = (vp) et si Z vy, converge, alors la série Z uy, est absolument convergente.

n=ng n=ng

Démonstration.

ncos(3n + 1)4/n

Exercice d’application 26.53. < Quelle est la nature de la série Z ?
n3 —b5n + 2
-
Corollaire 26.54 - Regle du petit o pour la convergence absolue.]
Soit (tn)nsn, une suite de nombres réels ou complexes et (vy,)n>n, Une suite de nombres réels positifs.
Siu, = o(v,)etsi Z v, converge, alors la série Z U, est absolument convergente.
n—-+00
n=ng n=ng
Démonstration.
C’est une conséquence directe de la proposition précédente, car si u, = o(vy, ), alors wu, = O(vy,). O
n——+0o0 n——+0o0
. —1)"Inn
Exercice d’application 26.55. Etudier la convergence de la série Z %
e

n=1

-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

26.4 Lien entre suite et série

Proposition 26.56 - Lien entre suite et série.]

Soit (tn)n>n, une suite de nombres réels ou complexes. La série Z (Unt1 — Up) et la suite (uy)p>n, sont
nzng
de méme nature.

Démonstration.

Remarque 26.57. Dans la proposition précédente, la condition porte uniquement sur la convergence de la suite (uy,)
et pas sur la valeur de sa limite. En particulier, il n’est pas nécessaire que la limite de la suite (up)n>n, soit nulle pour
que la série Z (Un+1 — up) converge.

n=no

On peut donc étudier une suite en se servant des techniques spécifiques de la théorie des séries, ou au contraire étudier
une série au moyen des techniques spécifiques de la théorie des suites.

Exercice d’application 26.58. On veut montrer le résultat de I’Exercice d’application 26.27 d’une nouvelle maniere.
n

Pour tout n > 1, on pose a,, = In(n) — Z T Mountrer que la suite (a,)n>1 converge.
k=1

-
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CHAPITRE

26 : Séries numériques

26.5 Plan d’étude d’une série numérique

Considérons une série Z uy, & termes quelconques.

n=no

lim wu, # 0 (divergence
n—-+40o0

grossicre)

v

g
3

5
|

o

[n~>+00

Lycée H. Loritz

_{u” n’a pas un signe

constant

18/19
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N Se laisser guider par

Techniques de comparai-
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k- -

( R

Tester si Z u,, est abso-
n=ng

lument convergente (avec

les techniques de compa-
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(I’énoncé

_ | Critere de I’équi-
valent

{Critére du petit o ]
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Comparaison sé-
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CHAPITRE 26 : Séries numériques

Questions de cours

R e

© N> o

10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.

Quelle notation utilise-t-on pour une série ?
Quelle est la définition de série convergente ? Divergente ?
Quelle est la définition de somme d’une série ? Quelle notation utilise-t-on pour désigner la somme d’une série ?

Quelle est la définition de N-iéme somme partielle d’une série, ou N € N7 Quelle notation utilise-t-on pour
désigner la N-ieme somme partielle d’une série ?

Quelle est la définition de N-ieme reste d’une série convergente ?
Définir la notion de divergence grossiere.
Que peut-on dire de la somme de deux séries convergentes 7 D’une série convergente et d’une série divergente 7

Définir la notion de série géométrique. Donner une condition nécessaire et suffisante qu’'une telle série converge.
En cas de convergence, vous préciserez la valeur de la somme.

Définir la notion de série exponentielle. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une telle série
converge et, le cas échéant, préciser sa somme.

Enoncer le théoreme de comparaison série-intégrale.
Définir la notion de série Riemann. Donner une condition nécessaire et suffisante qu’une telle série converge.

Soit u,v € RN telles que 0 < u < v. Donner une condition suffisante pour que Z uy, converge. Enoncer un
n=0
résultat similaire qui donne plutét la divergence d’une série.

Enoncer la régle de Péquivalent.

Définir la notion de série absolument convergente.

Quel est le lien entre I’absolue convergence et la convergence « simple » 7
Enoncer la régle du grand O.

Enoncer la régle du petit o.
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