
Chapitre 25 : Convexité de fonctions

Chapitre 25 Convexité de fonctions

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit à un point.

25.1 Coordonnées des points d’un segment

Soit a et b deux réels. Alors
[a ; b] = t(1 ´ λ)a+ λb : λ P [0 ; 1]u .

Proposition 25.1 - Paramétrage d’un segment.

pour tout λ P [0 ; 1], cλ = (1 ´ λ)a+ λb

´a ´

b

´c1/2

´c1/4

´c3/4

Démonstration.
On suppose que a ď b. Dans le cas contraire, il suffit d’intervertir les rôles joués par a et b.

‚ Soit λ P [0 ; 1] et cλ = (1 ´ λ)a + λb. On a alors cλ = a + λ(b ´ a) et puisque 0 ď λ ď 1, cela donne
a ď cλ ď a+ (b ´ a), c’est-à-dire a ď cλ ď b et donc cλ appartient au segment [a ; b].

‚ Réciproquement, soit c un point du segment [a ; b]. Alors on a a ď c ď b. Si a = b, on pose λ = 1 et si a ă b, on
pose λ =

c ´ a

b ´ a
. Alors puisque 0 ď c ´ a ď b ´ a, et on a 0 ď λ ď 1 et c = (1 ´ λ)a+ λb.

Soit a, b P R tels que a ď b. Si on assimile les réels à des points sur la droite des réels, alors la proposition précédente
se traduit par :

[a, b] = t(1 ´ λ)a+ λb : λ P [0 ; 1]u .

0‚
A

‚
B

λ
ÝÝÑ
AB

C

λxA + (1 ´ λ)xB

λyA + (1 ´ λ)yB
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Chapitre 25 : Convexité de fonctions

25.2 Présentation des fonctions concaves et convexes

Soit f une fonction définie sur I et à valeur dans R.
1. On dit que f est convexe sur I si, seulement si,

@x, y P I, @λ P [0 ; 1] , f((1 ´ λ)x+ λy) ď (1 ´ λ)f(x) + λf(y).

2. On dit que f est concave sur I si, et seulement si, ´f est convexe autrement dit si, et seulement si,

@x, y P I, @λ P [0 ; 1] , f((1 ´ λ)x+ λy) ě (1 ´ λ)f(x) + λf(y).

Définition 25.2 - Fonction convexe, concave.

Exemple 25.3. La fonction valeur absolue est convexe. En effet, soit (a, b) P R2, soit t P [0 ; 1].

|ta+ (1 ´ t)b| ď |ta| + |(1 ´ t)b| d’après l’inégalité triangulaire
ď t |a| + (1 ´ t) |b| car t ě 0, 1 ´ t ě 0

1. Une fonction est convexe si, et seulement si, tout arc de sa courbe représentative est situé en dessous
de la corde correspondante.

2. Une fonction est concave si, et seulement si, tout arc de sa courbe représentative est situé au dessus
de la corde correspondante.

Proposition 25.4 - Caractérisation graphique avec les cordes.

f est une fonction convexe, g est une fonction concave

a
‚

b
‚

λa+ (1 ´ λ)b
‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚λg(a) + (1 ´ λ)g(b)

g(a)

g(b)

g(λa+ (1 ´ λ)b)

Q
λf(a) + (1 ´ λ)f(b)

A
f(a)

Bf(b)

P
f(λa+ (1 ´ λ)b)

y = f(x)

y = g(x)

Démonstration. 1. Supposons f convexe. Soit A et B les points de la courbe représentative de f de coordonnées
(a, f(a)) et (b, f(b)). Soit t un réel compris entre a et b. On note P le point de la courbe représentative de f de
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Chapitre 25 : Convexité de fonctions

coordonnées (t, f(t)), qui se trouve donc sur l’arc
"

AB de la courbe représentative de f et Q le point du segment
[MN ] d’abscisse t. Puisque t est entre a et b, il existe λ P [0 ; 1] tel que t = (1 ´ λ)a + λb. Les coordonnées de
P sont donc ((1 ´ λ)a+ λb, f((1 ´ λ)a+ λb)), et celles de Q sont (λa+ (1 ´ λ)b, λf(a) + (1 ´ λ)f(b)) d’après la
première section de ce chapitre. Ainsi, la fonction f est convexe si, et seulement si, P est en dessous de Q.

2. Si f est concave, alors ´f est convexe par définition d’où le résultat.

Soit f : I ÝÑ R. On dit que a est un point d’inflexion si f est concave (resp. convexe) localement avant
a puis convexe (resp. concave) localement après a.

Définition 25.5 - Point d’inflexion.

f admet un point d’inflexion en x0 (la fonction est d’abord concave, puis convexe)

‚

‚

‚
‚

‚

x0

f(x0)

y = f(x)

Exemple 25.6. La fonction cube présente un point d’inflexion en 0 (elle est concave puis convexe).

25.3 Caractérisations des fonctions convexes

Soit f une fonction de I dans R.
1. La fonction f est convexe si, et seulement si, pour tout x0 P I, la fonction

τx0
: x ÞÝÑ

f(x) ´ f(x0)

x ´ x0

est croissante sur Iz tx0u.
2. La fonction f est concave si, et seulement si, pour tout x0 P I la fonction τx0

est décroissante sur
Iz tx0u.

Théorème 25.7 - Caractérisation avec le sens de variation du taux d’accroissement.

Démonstration.
On ne fait la démonstration que pour les fonctions convexes.

‚ Supposons f convexe sur I. Soit x0, x1, x2 P I avec x1 ă x2. On considère la fonction

g : x ÞÝÑ
f(x1) ´ f(x0)

x1 ´ x0
(x ´ x0) + f(x0)

dont le graphe est la corde à la fonction f passant par les points d’abscisse x0 et x1. Puisque f est convexe, on
a pour tout x entre x0 et x1, f(x) ď g(x) et f(x) ą g(x) pour tout x qui n’est pas entre x0 et x1.
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Chapitre 25 : Convexité de fonctions

˝ Supposons que x0 ă x2. Puisque x1 ă x2, on a x2 non compris entre x0 et x1, donc f(x2) ą g(x2),
c’est-à-dire :

f(x1) ´ f(x0)

x1 ´ x0
(x2 ´ x0) + f(x0) ă f(x2)

puis, comme x2 ´ x0 ą 0,
f(x1) ´ f(x0)

x1 ´ x0
ă

f(x2) ´ f(x0)

x2 ´ x0

ce qui montre que τx0
est croissante.

˝ Supposons x0 ą x2. Alors x1 ă x2 ă x0 donc x2 P [x1 ; x0] puis f(x2) ď g(x2). Ainsi,

f(x1) ´ f(x0)

x1 ´ x0
(x2 ´ x0) + f(x0) ě f(x2)

puis, comme x2 ´ x0 ă 0,
f(x1) ´ f(x0)

x1 ´ x0
ď

f(x2) ´ f(x0)

x2 ´ x0

ce qui montre que τx0
est croissante.

‚ Supposons que pour tout x0 P I, l’application x ÞÝÑ
f(x) ´ f(x0)

x ´ x0
soit croissante sur Iztx0u.

Soit x, y P I tels que x ă y et λ P ]0 ; 1[. On pose t = (1 ´ λ)x+ λy. Comme la fonction u ÞÝÑ
f(u) ´ f(x)

u ´ x
est

croissante sur Iz ttu et t ă y, on a
f(t) ´ f(x)

t ´ x
ď

f(y) ´ f(x)

y ´ x

d’où

f((1 ´ λ)x+ λy) = f(t) ď f(x) +
t ´ x

y ´ x
(f(y) ´ f(x))

ď f(x) + λ(f(y) ´ f(x))

= (1 ´ λ)f(x) + λf(y).

Pour λ P t0, 1u cette égalité est évidente.
Finalement on a obtenu que la fonction f est convexe.

Graphiquement, cela signifie que les coefficients directeurs des cordes reliant le point M(x, f(x)) au point M(x0, f(x0))
forment une fonction croissante de x.

Exercice d’application 25.8. Montrer que la fonction x ÞÝÑ x2 est convexe sur R.

å

1. Une fonction f dérivable sur I est convexe sur I si, et seulement si, sa dérivée f 1 est croissante sur I.
2. Une fonction f dérivable sur I est concave sur I si, et seulement si, sa dérivée f 1 est décroissante sur

I.

Théorème 25.9 - Caractérisation des fonctions convexes/concaves dérivables.

Démonstration.
Soit f une fonction dérivable sur I.
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Chapitre 25 : Convexité de fonctions

‚ Supposons f convexe sur I. Soit x, y P I tel que x ă y. D’après la proposition précédente, pour tout t P ]x ; y[,
on a

f(t) ´ f(x)

t ´ x
ď

f(t) ´ f(y)

t ´ y
.

En faisant tendre t vers x on obtient f 1(x) ď
f(x) ´ f(y)

x ´ y
.

En faisant tendre t vers y on obtient f(y) ´ f(x)

y ´ x
ď f 1(y).

d’où f 1(x) ď f 1(y) et ceci pour tous x, y tels que x ă y. Donc f 1 est croissante.
‚ Supposons f 1 croissante. Soit x, y P I tels que x ă y. Soit m et p respectivement le coefficient directeur et

l’ordonnée à l’origine de la droite passant par (x, f(x)) et (y, f(y)) et soit g la fonction définie sur [x ; y] par
g(t) = f(t) ´ (mt+ p).
La fonction g est une fonction dérivable et g(x) = g(y) = 0, donc d’après le théorème de Rolle, il existe c P ]x ; y[
tel que g1(c) = 0. Comme g1 = f 1 ´ m et comme f 1 est croissante, g1 est croissante. On en déduit que g1 est
négative ou nulle à gauche de c et positive ou nulle à droite de c d’où le tableau de variations suivant :

La fonction g est donc négative sur [x ; y]. Autrement dit, la fonction f est toujours en-dessous de sa corde, f
est donc convexe.

1. Une fonction à valeurs dans R deux fois dérivable sur I est convexe sur I si, et seulement si, sa
dérivée seconde f2 est positive ou nulle sur I.

2. Une fonction à valeurs dans R deux fois dérivable sur I est concave sur I si, et seulement si, sa
dérivée seconde f2 est négative ou nulle sur I.

Corollaire 25.10 - Caractérisation des fonctions convexes/concaves deux fois dérivables.

Exercice d’application 25.11. ♡ Montrer que la fonction exponentielle est convexe et que la fonction logarithme
népérien est concave.

å

25.4 Application : inégalités de convexité

La courbe représentative d’une fonction convexe (resp. concave) dérivable sur un intervalle I est au-dessus
(resp. en dessous) de chacune de ses tangentes sur I.

Théorème 25.12 - Position de la courbe par rapport aux tangentes.
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Démonstration.
Soit f une fonction dérivable et convexe sur I et x0 P I. On note a et b les extrémités de I (avec a ă b).
L’équation de la tangente en x0 est y = f(x0) + f 1(x0)(x ´ x0). On pose h : x ÞÝÑ f(x) ´ (f(x0) + f 1(x0)(x ´ x0)). h
est dérivable sur I de dérivée h1(x) = f 1(x) ´ f 1(x0). f 1 est croissante d’où le tableau de variations :

Donc h est positive.

f est une fonction convexe, g est une fonction concave

y = f(x)

y = g(x)

Exercice d’application 25.13. ♡ Justifier que pour tout x P ]0 ; +8[, on a ln(x) ď x ´ 1 et que pour tout x P R,
on a exp(x) ě x+ 1.

å

Exercice d’application 25.14. ♡ Démontrer que pour tout x P

[
0 ;

π

2

]
, on a 2

π
x ď sin(x) ď x.

å
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0

´π
2

y = sin(x)

y = x

y = 2
πx
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Questions de cours
1. Quelle est la définition de fonction convexe ?
2. Quelle est la définition de fonction concave ?
3. Que peut-on dire du graphe d’une fonction convexe par rapport à ses cordes ?
4. Que peut-on dire du graphe d’une fonction concave par rapport à ses cordes ?
5. Qu’est-ce qu’un point d’inflexion ?
6. Quelle est la caractérisation des fonctions convexes dérivables (avec la dérivée première ?)
7. Quelle est la caractérisation des fonctions concaves dérivables (avec la dérivée première ?)
8. Quelle est la caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables (avec la dérivée seconde ?)
9. Quelle est la caractérisation des fonctions concaves deux vois dérivables (avec la dérivée seconde ?)

10. Que peut-on dire du graphe d’une fonction convexe dérivable par rapport à ses tangentes ?
11. Que peut-on dire du graphe d’une fonction concave dérivable par rapport à ses tangentes ?
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