
Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Chapitre 20 Dérivabilité de
fonctions

Dans ce cours, I et J désignent des intervalles de R non vides et non réduits à un point.

20.1 Fonctions dérivables

20.1.1 Dérivabilité en un point

Soit f une fonction à valeurs réelles, définie sur un intervalle I et a un élément de I. La fonction f est dite
dérivable en a si, et seulement si, la fonction τa, appelée taux d’accroissement de f en a et définie
sur Iztau par

@x P Iztau, τa(x) =
f(x) ´ f(a)

x ´ a

admet une limite finie en a. Cette limite est appelée nombre dérivé de f en a, et notée f 1(a), Df(a) ou
df
dx (a). Autrement dit, sous réserve d’existence et de finitude des limites,

f 1(a) = lim
xÑa

f(x) ´ f(a)

x ´ a
= lim

hÑ0

f(a+ h) ´ f(a)

h
.

Définition 20.1 - Nombre dérivé.

Exemple 20.2. Considérons la fonction f : R+ ÝÑ R
x ÞÝÑ

?
x

. Soit a P R+. Pour tout x P R+ztau,

τa(x) =
f(x) ´ f(a)

x ´ a
=

?
x ´

?
a

(
?
x ´

?
a)(

?
x+

?
a)

=
1

?
x+

?
a
.

Si a ą 0, alors lim
xÑa

τa(x) =
1

2
?
a

donc f est dérivable en a et f 1(a) =
1

2
?
a

.

Pour tout x P R‹
+, τ0(x) =

1
?
x

donc lim
xÑ0

τ(x) = +8 donc f n’est pas dérivable en 0.

Exercice d’application 20.3. Étudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes.

1. f : R ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

x sin(1/x) si x ‰ 0
0 si x = 0

; 2. g : R ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

x2 sin(1/x) si x ‰ 0
0 si x = 0

.

å
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

20.1.2 Interprétation graphique

Considérons f une fonction dérivable définie sur I et a P I. On note Cf la courbe représentative de f , A le point de
Cf d’abscisse a, et Kh le point de Cf d’abscisse a+ h, où h est un réel non nul.

On peut déterminer qu’une équation de la droite (AKh) est y =
f(a+ h) ´ f(a)

h
(x ´ a) + f(a). Ainsi, lorsque h

se rapproche de 0 (ce qui revient à choisir Kh de plus en plus proche de A), l’équation de (AKh) se rapproche de
y = f 1(a)(x´a)+f(a). On obtient l’équation d’une droite limite, qu’on appellera tangente de Cf au point d’abscisse
a (voir la définition suivante).

+
A

a

f(a)

+
Kh

f(a+ h)

a+ h

Cf

y = f(a) + f 1(a)(x ´ a)

h

Soit f : I ÝÑ R dérivable en a P I. On appelle tangente au graphe C de f en a l’unique droite de
coefficient directeur f 1(a) passant par le point (a, f(a)). Cette droite a pour équation

y = f(a) + f 1(a) ¨ (x ´ a).

En particulier, le nombre dérivé est le coefficient directeur de la tangente à C en a.

Définition 20.4 - Tangente.

Illustration du lien entre nombre dérivé et tangente

a

f(a)

y = f(x)

y = f(a) + f 1(a)(x ´ a)

‚
1

f 1(a)

Remarque 20.5. On peut démontrer que la fonction g : x ÞÝÑ f(a) + f 1(a)(x´ a) est la meilleure approximation de
f au voisinage de a par une fonction affine.
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Exemple 20.6. Soit f la fonction définie par f(x) =
x2 + 1. On sait que f est dérivable pour tout x P R en
tant que polynôme, avec pour tout x P R, f 1(x) = 2x. En
particulier, le graphe de f admet une tangente T en a = 1,
d’équation

y = f(1) + f 1(1)(x ´ 1).

Or f(1) = 2, f 1(1) = 2, donc une équation de T est

y = 2 + 2(x ´ 1)

c’est-à-dire
y = 2x. 0

´

1

´1

y = x2

y = 2x

‚

Quand on écrit y = 2+2(x´1) par exemple, on ne fait pas un calcul (on ne calcule pas y) : on écrit une relation
liant y à x. En particulier, écrire y = 2+2(x´ 1) = 2x n’a pas de sens. Il faut plutôt écrire une nouvelle relation
liant y à x, à savoir la nouvelle égalité y = 2x.

�
ATTENTION

�

Soit f : I ÝÑ R et a P I. Si la limite du taux d’accroissement de |f | en a est infinie (+8 ou ´8), alors
la courbe représentative de f admet une tangente verticale au point d’abscisse a. Une équation de la
tangente est alors x = a.
En particulier, une fonction pour laquelle la courbe représentative admet une tangente verticale en un
point A d’abscisse a n’est pas dérivable en a.

Proposition 20.7 - Tangente verticale.

Exemple 20.8 (♡). Considérons f : x ÞÝÑ
?
x définie sur R+. Pour tout x ‰ 0,

f(x) ´ f(0)

x ´ 0
=

?
x

x
=

1
?
x

ÝÑ
xÑ0

+8

Ainsi, la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0. Sa courbe représentative admet tout de même une tangente
verticale en 0 d’équation x = 0 :

0

´

1

´1

y =
?
x

x = 0

20.1.3 Développement limité d’ordre 1

Soit f : I ÝÑ R et a P I.
La fonction f est dérivable en a si, et seulement si il existe un réel α et une fonction ε définie sur I tels
que

@x P I, f(x) = f(a) + α(x ´ a) + (x ´ a)ε(x) et lim
xÑa

ε(x) = 0.

Dans ce cas, α est nécessairement égal à f 1(a) et l’on dit que f possède un développement limité à
l’ordre 1 en a.

Proposition 20.9 - Développement limité à l’ordre 1.
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Démonstration. ‚ On suppose que f est dérivable en a. Posons ε : I ÝÑ R définie par

@x P I, ε(x) =

$

&

%

f(x) ´ f(a)

x ´ a
´ f 1(a) si x ‰ a

0 si x = a

Puisque f est dérivable en a, lim
xÑa´

ε(x) = 0, lim
xÑa+

ε(x) = 0. Ainsi, ε admet une limite en a avec lim
xÑa

ε(x) = 0.
De plus,

@x P Iz tau , f(x) = f(a) + f 1(a)(x ´ a) + (x ´ a)ε(x).

et cette égalité est encore vraie pour x = a.
‚ Supposons réciproquement qu’il existe une fonction ε définie sur I et un nombre réel α tels que :

@x P I, f(x) = f(a) + α(x ´ a) + (x ´ a)ε(x) et lim
xÑa

ε(x) = 0.

Alors, pour tout x P Iztau,
f(x) ´ f(a)

x ´ a
= α+ ε(x) ÝÑ

xÑa
α

donc f est dérivable en a et le nombre dérivé de f en a vaut α.

Exemple 20.10 (♡). La fonction exponentielle est dérivable en 0 et exp1(0) = 1 donc on peut écrire :

@h P R, exp(h) = 1 + h+ hε(h) où lim
hÑ0

ε(h) = 0.

Graphiquement, cette assertion signifie qu’au voisinage de 0, le graphe de exp et celui de sa tangente (d’équation
y = 1 + x) sont très proches.

0

´

1

´1

´

y = exp(x)

y = x+ 1

´

´0.1

´

´0.05

´

0

´

0.1

´

0.05
´0.9

´0.95

´1.1

´1.05

´1.1

´1.15

y = exp(x)

y = x+ 1

Exemple 20.11 (♡). Pour chaque fonction, il existe ε définie au voisinage de 0 telle que ε(x) ÝÑ
xÑ0

0.

sin(x) = x+ xε(x) tan(x) = x+ xε(x) sh(x) = x+ xε(x)

0

´
1

´

´π
2

´π
2

´´1

y = sin(x)

y = x

0

´
1

´

´π
2

´π
2

y = tan(x)

y = x

0

´

1

´1

y = sh(x)

y = x
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Arcsin(x) = x+ xε(x) Arctan(x) = x+ xε(x)

0

´

1

´1

y = Arcsin(x)
´

π
2

´
´π

2

´

´1

y = x

0

´

1

´1 y = Arctan(x)
´

π
2

´
´π

2

y = x

Exercice d’application 20.12. ♡ Déterminer les développements limités en 0 à l’ordre 1 des fonctions définies par

1. f(x) = ln(1 + x) ; 2. f(x) = (1 + x)α, où α P R.

å

20.1.4 Dérivabilité et continuité

Soit f : I ÝÑ R et a P I. Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Proposition 20.13 - Lien entre continuité et dérivabilité en un point.

Démonstration.
Supposons que f est dérivable en a. Alors, d’après la Proposition , il existe une fonction ε définie sur I et α P R tels
que lim

xÑa
ε(x) = 0 et pour tout x P I, f(x) = f(a) + α(x ´ a) + (x ´ a)ε(x). On en déduit lim

xÑa
f(x) = f(a), donc f est

continue en a.

La réciproque de ce résultat est FAUSSE. La fonction x ÞÝÑ |x| est continue en 0, mais elle n’est pas dérivable

en 0. En effet, lim
xÑ0´

|x| ´ |0|

x ´ 0
= lim

xÑ0´

´x

x
= 1 et lim

xÑ0+

|x| ´ |0|

x ´ 0
= lim

xÑ0+

x

x
= 1, donc le taux d’accroissement de

la fonction valeur absolue n’admet pas de limite en 0, ce qui montre que cette fonction n’est pas dérivable en 0.

�
ATTENTION

�
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

20.1.5 Fonction dérivée

Soit f : I ÝÑ R. On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de I. Le cas
échéant, la fonction

f 1 : I ÝÑ R
x ÞÝÑ f 1(x)

est appelée fonction dérivée de f . On la note f 1 (ou parfois df
dx ).

Définition 20.14 - Fonction dérivée.

Si f est une fonction dérivable sur I alors elle est continue sur I.

Proposition 20.15 - Lien entre continuité et dérivabilité sur un intervalle.

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la Proposition 20.13.

La réciproque est FAUSSE. Une fonction continue sur un intervalle n’est pas nécessairement dérivable sur cet
intervalle.

�
ATTENTION

�

20.1.6 Dérivée à droite et à gauche en un point

Soit f : I ÝÑ R et a P I.
1. Si f est définie à droite de a, on dit que f est dérivable à droite en a lorsque f

ˇ

ˇ

IX[a ; +8[ est
dérivable en a, c’est-à-dire lorsque son taux d’accroissement en a possède une limite finie à droite en
a. Le cas échéant, cette limite est le nombre dérivé à droite de f en a et se note f 1

d(a). Autrement
dit, sous réserve d’existence et de finitude des limites,

f 1
d(a) = lim

xÑa+

f(x) ´ f(a)

x ´ a
= lim

hÑ0+

f(a+ h) ´ f(a)

h
.

2. Si f est définie à gauche de a, on dit que f est dérivable à gauche en a lorsque f
ˇ

ˇ

IX]´8 ; a] est
dérivable en a, c’est-à-dire lorsque son taux d’accroissement en a possède une limite finie à gauche en
a. Le cas échéant, cette limite est le nombre dérivé à gauche de f en a et se note f 1

g(a). Autrement
dit, sous réserve d’existence et de finitude des limites,

f 1
g(a) = lim

xÑa´

f(x) ´ f(a)

x ´ a
= lim

hÑ0´

f(a+ h) ´ f(a)

h
.

Définition 20.16 - Dérivabilité à gauche, à droite.

Exemple 20.17. La fonction f : x ÞÝÑ |x| n’est pas dérivable en 0. Par contre, elle est dérivable à droite et à gauche
en 0 et f 1

d(0) = 1 et f 1
g(0) = ´1. (on l’a démontré un peu avant dans ce chapitre).

Remarque 20.18. La courbe représentative d’une fonction f qui admet une dérivée à gauche (resp. à droite) en
a possède une demi-tangente à gauche (resp. à droite) en a. Son équation est y = f(a) + f 1

g(a)(x ´ a) (resp. y =
f(a) + f 1

d(a)(x ´ a)).
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Soit f : I ÝÑ R et a P I. Lorsque a n’est pas une extrémité de I, la fonction f est dérivable en a si, et
seulement si, elle est dérivable à droite et à gauche en a et vérifie f 1

d(a) = f 1
g(a).

Proposition 20.19 - Lien entre dérivabilité, dérivabilité à gauche et dérivabilité à droite.

Démonstration.
Comme la fonction τa n’est pas définie en a et comme a n’est pas une extrémité de I, celle-ci admet une limite en a
si et seulement si elle possède une limite à droite et à gauche en a qui sont égales.

Exercice d’application 20.20. Étudier la dérivabilité en 0 de la fonction f définie sur R par

@x P R, f(x) =

"

e´1/x si x ą 0
´x si x ď 0

å

Exercice d’application 20.21. Démontrer que la fonction f définie sur R par

@x P R, f(x) =

"

ln(1 + x) si x ě 0
sin(x) si x ă 0

est dérivable sur R et donner l’expression de sa dérivée.

å

Dans l’Exercice d’application 20.20, on a

@x P R, f(x) =

$

&

%

e´1/x si x ą 0
0 si x = 0

´x si x ă 0

On a f dérivable sur ]´8 ; 0[ et ]0 ; +8[ par opérations sur des fonctions usuelles dérivables. Par contre, ON
NE PEUT PAS dire que f est dérivable en 0 car elle est constante en 0 !! (la dérivabilité nécessite un calcul de
limite, donc que la fonction soit définie sur un intervalle non réduit à un point au moins).

�
ATTENTION

�

Une fonction peut n’être dérivable ni à gauche, ni à droite en un point. C’est le cas de la fonction f : x ÞÝÑ x sin 1

x

prolongée par continuité en 0 par f(0) = 0, car pour tout x ‰ 0, f(x) ´ f(0)

x ´ 0
= sin 1

x
n’a pas de limite en 0, ni

à gauche ni à droite.

�
ATTENTION

�
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

y = f(x)

Soit f : I ÝÑ R et a P I qui n’est pas une extrémité de I.
1. Si f est dérivable à droite en a, alors f est continue à droite en a.
2. Si f est dérivable à gauche en a, alors f est continue à gauche en a.
3. Si f est dérivable à droite et à gauche en a, alors f est continue en a.

Corollaire 20.22 - Lien entre continuité et dérivabilité.

Démonstration.
Si f est dérivable à droite en a, alors f(x) =

f(x) ´ f(a)

x ´ a
ˆ (x ´ a) + f(a) ÝÑ

xÑa+
f 1
d(a) ˆ 0 + f(a) = f(a) donc f est

continue à droite en a. Les autres points sont similaires.

Remarque 20.23. Dans le troisième point du corollaire précédent, il n’est pas nécessaire que la dérivée à gauche et
à droite de f en a soient égales.

20.2 Opérations sur les dérivées

Soit f et g deux fonctions définies sur I, a P I, λ, µ P R.
1. Si f et g sont dérivables en a (resp. sur I) alors λf + µg est dérivable en a (resp. sur I) et

(λf + µg)1(a) = λf 1(a) + µg1(a)

(resp. (λf + µg)1 = λf 1 + µg1).
2. Si f et g sont dérivables en a (resp. sur I) alors fg est dérivable en a (resp. sur I) et

(fg)1(a) = f 1(a)g(a) + f(a)g1(a)

(resp. (fg)1 = f 1g + fg1).

3. Si g est dérivable en a (resp. sur I) et si g(a) ‰ 0 (resp. g ne s’annule pas sur I), alors 1

g
est dérivable

en a (resp. sur I) et (
1

g

)1

(a) = ´
g1(a)

(g(a))2

(resp.
(
1

g

)1

= ´
g1

g2
).

Si de plus f est dérivable en a (resp. sur I), alors f

g
est dérivable en a (resp. sur I) et

(
f

g

)1

(a) =
f 1(a)g(a) ´ f(a)g1(a)

(g(a))2

(resp.
(
f

g

)1

=
f 1g ´ fg1

g2
).

Proposition 20.24 - Dérivée d’une combinaison linéaire, d’un produit, d’un quotient.
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Démonstration.
Supposons f et g dérivables en a.

1. Pour tout x P Iz tau,

(λf + µg)(x) ´ (λf + µg)(a)

x ´ a
= λ

f(x) ´ f(a)

x ´ a
+ µ

g(x) ´ g(a)

x ´ a
ÝÑ
xÑa

λf 1(a) + µg1(a)

(on a utilisé la dérivabilité en a pour passer à la limite).
2. Pour tout x P Iz tau,

(fg)(x) ´ (fg)(a)

x ´ a
=

f(x)g(x) ´ f(a)g(x) + f(a)g(x) ´ f(a)g(a)

x ´ a

=
f(x) ´ f(a)

x ´ a
(g(x)) + (f(a))

g(x) ´ g(a)

x ´ a

ÝÑ
xÑa

f 1(a)g(a) + f(a)g1(a)

(on a utilisé la dérivabilité ainsi que la continuité en a pour passer à la limite).
3. Puisque g(a) ‰ 0 et g est continue en a, il existe un intervalle J contenant a sur lequel g ne s’annule pas. En effet,

si par exemple g(a) ą 0, alors par continuité de g en a on a lim
xÑa

g(x) = a, ce qui entraîne que g est strictement
positive dans un voisinage de a.
Soit pour la suite J un tel intervalle.
Pour tout x P (I X J)z tau,

1
g(x) ´ 1

g(a)

x ´ a
=

g(a) ´ g(x)

g(x)g(a)(x ´ a)
=

´1

g(x)g(a)
¨
g(x) ´ g(a)

x ´ a
ÝÑ
xÑa

´1

g(a)2
g1(a)

(on a utilisé la dérivabilité ainsi que la continuité de g en a pour passer à la limite).
Si f est également dérivable en a, alors d’après le point 2., f

g est dérivable en a et(
f

g

)1

(a) = f(a)
´g1(a)

g(a)2
+ f 1(a)

1

g(a)
=

g(a)f 1(a) ´ f(a)g1(a)

g(a)2
.

Les formules de dérivation sur des intervalles s’en déduisent immédiatement.

Le point 1. de la proposition précédente assure en particulier qu’il ne faut JAMAIS utiliser la formule de
dérivation du produit pour dériver une fonction de la forme λf où λ est une constante !!!! Si f est dérivable, on
a (λf)1 = λf 1 !

�
ATTENTION

�

Soit f : I ÝÑ R telle que f(I) Ă J , g : J ÝÑ R et a P I.
1. Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a) alors g ˝ f est dérivable en a et

(g ˝ f)1(a) = f 1(a)g1(f(a)).

2. Si f et g sont respectivement dérivables sur I et f(I), alors g ˝ f est dérivable sur I et

(g ˝ f)1 = f 1.(g1 ˝ f).

Proposition 20.25 - Dérivée d’une composée.

Démonstration.
On utilise la caractérisation de la dérivabilité par les développements limités d’ordre 1.

Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a), alors il existe ε1 : I ÝÑ R et ε2 : J ÝÑ R telles que

@x P I, f(x) = f(a) + f 1(a)(x ´ a) + (x ´ a)ε1(x), lim
xÑa

ε1(x) = 0

PCSI - 2024/2025
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

et
@x P J, g(x) = g(f(a)) + g1(f(a))(x ´ f(a)) + (x ´ f(a))ε2(x), lim

xÑf(a)
ε2(x) = 0.

Pour tout x P I, f(x) P J , donc

g(f(x)) = g(f(a)) + g1(f(a))(f(x) ´ f(a)) + (f(x) ´ f(a))ε2(f(x))

= g(f(a)) + g1(f(a))(f 1(a)(x ´ a) + (x ´ a)ε1(x)) + (f 1(a)(x ´ a) + (x ´ a)ε1(x))ε2(f(x))

= g(f(a)) + g1(f(a))f 1(a)(x ´ a) + (x ´ a)
[
g1(f(a))ε1(x) + (f 1(a) + ε1(x))ε2(f(x))

]
= g(f(a)) + g1(f(a))f 1(a)(x ´ a) + (x ´ a)ε3(x)

en posant ε3 : x ÞÝÑ g1(f(a))ε1(x) + (f 1(a) + ε1(x))ε2(f(x)).

lim
xÑa

ε3(x) = 0, donc on a obtenu un développement limité à l’ordre 1 en a de g ˝ f . Donc g ˝ f est dérivable en a et
(g ˝ f)1(a) = g1(f(a))f 1(a).

Les résultats précédents donnent la dérivabilité sous certaines hypothèses. Ils ne permettent pas de conclure
quant à la non dérivabilité éventuelle de fonctions ! Voir l’exercice d’application suivant.

�
ATTENTION

�

Exercice d’application 20.26. Montrer que la fonction f : x ÞÝÑ
a

x3 Arcsin(x) est dérivable sur ]´1 ; 1[.

å

Soit f : I ÝÑ J une fonction bijective continue et strictement monotone. Soit b P J .
1. Si f est dérivable en f´1(b) et si f 1(f´1(b)) ‰ 0 alors f´1 est dérivable en b et

(f´1)1(b) =
1

f 1(f´1(b))
.

Si f est dérivable en f´1(b) et si f 1(f´1(b)) = 0, alors f´1 n’est pas dérivable en b, mais sa repré-
sentation graphique présente une tangente verticale au point de coordonnées (b, f´1(b)).

2. Si f est dérivable sur I et si f 1 ne s’annule pas sur I, alors f´1 est dérivable sur J et

(f´1)1 =
1

f 1 ˝ f´1
.

Théorème 20.27 - Dérivée d’une bijection réciproque.

Démonstration. 1. La fonction f est dérivable en f´1(b), donc

lim
xÑf´1(b)

f(x) ´ f(f´1(b))

x ´ f´1(b)
= f 1(f´1(b)).

‚ Si f 1(f´1(b)) ‰ 0, on en déduit que

lim
xÑf´1(b)

x ´ f´1(b)

f(x) ´ f(f´1(b))
=

1

f 1(f´1(b))
.
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Puisque f est continue en f´1(b), f´1 est continue en b (cf. théorème de la bijection), donc lim
yÑb

f´1(y) =

f´1(b), donc

lim
yÑb

f´1(y) ´ f´1(b)

y ´ b
= lim

yÑb

f´1(y) ´ f´1(b)

f(f´1(y)) ´ f(f´1(b))
= lim

xÑf´1(b)

x ´ f´1(b)

f(x) ´ f(f´1(b))
=

1

f 1(f´1(b))
,

d’où (f´1)1(b) =
1

f 1(f´1(b))
.

‚ Si f 1(f´1(b)) = 0, alors la limite lim
yÑb

f´1(y) ´ f´1(b)

y ´ b
= lim

xÑf´1(b)

x ´ f´1(b)

f(x) ´ f(f´1(b))
existe et est infinie,

donc la courbe représentative de f possède une tangente verticale au point d’abscisse b.

2. Le deuxième point s’obtient en appliquant le premier à tous les point de I.

Remarque 20.28. Ce résultat s’interprète de manière graphique : puisque les courbes représentatives de f et f´1

sont symétriques l’une de l’autre par rapport à la première bissectrice il en va de même pour leurs tangentes. Les
pentes de ces tangentes sont donc inverses l’une de l’autre, ce qui permet de comprendre pourquoi f 1(f´1(b)) ‰ 0 est
primordial dans la proposition précédente.

Fonction continue strictement croissante dont la réciproque n’est pas dérivable en ´1

0

´

1

´1

´

2

´
2

´

´1

´
´1

y = f(x)

y = f´1(x)

y = x

20.3 Dérivées successives

20.3.1 Définition

Soit f : I ÝÑ R.
Si f est dérivable sur I, sa dérivée f 1 peut elle-même être dérivable sur I. On appelle alors dérivée
seconde de f la dérivée de f 1 et on la note f2. On dit alors que f est deux fois dérivable sur I.
Soit n P N‹. Si f est n fois dérivable sur I, on note f (n) sa dérivée n-ième. Plus précisément, les dérivées
successives de f sont définies par récurrence par

f (0) = f et @n ě 1, f (n) =
(
f (n´1)

)1
.

La dérivée n-ième de f est aussi notée Dnf ou encore dnf

dxn
¨

Définition 20.29 - Dérivée n-ième.
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Soit f : I ÝÑ R et n P N‹.
On dit que f est de classe C n sur I si f est n fois dérivable sur I et si sa dérivée n-ième f (n) est
continue sur I.
L’ensemble des fonctions de classe C n sur I est noté C n(I,R).
Par convention, l’ensemble C (I,R) des fonctions réelles continues sur I est aussi noté C 0(I,R).
On dit que f est de classe C 8 sur I si f possède des dérivées de tous ordres sur I. Une telle fonction est
dite indéfiniment dérivable.
L’ensemble des fonctions réelles de classe C 8 sur I est noté C 8(I,R).

Définition 20.30 - Classe C n.

Remarque 20.31. 1. Les fonctions de classe C 1 sont dites continûment dérivables.
2. C 8(I,R) Ă ¨ ¨ ¨ Ă C n+1(I,R) Ă C n(I,R) Ă ¨ ¨ ¨ Ă C 2(I,R) Ă C 1(I,R) Ă C 0(I,R) Ă F(I,R).

Exemple 20.32. Les polynômes, les fonctions cos, sin, exp et ln sont de classe C 8 sur leur ensemble de définition.

Exercice d’application 20.33. On considère la fonction f définie sur R par f(x) = x2 sin
( 1
x

)
pour tout x P R‹

et f(0) = 0 (suite de l’Exercice d’application 20.3). On a déjà vu que f est dérivable en 0 et que f 1(0) = 0.
La fonction f est-elle de classe C 1 sur R ?

å

20.3.2 Opérations sur les dérivées n-ièmes

Soit n P N. Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, soit λ et µ deux réels. Si f et g sont de
classe C n sur I, alors la fonction λf + µg est de classe C n sur I et (λf + µg)(n) = λf (n) + µg(n).

Proposition 20.34 - Dérivée n-ième d’une combinaison linéaire.

Démonstration.
Par récurrence sur le premier point de la Proposition 20.24.

Soit n P N. Si f et g sont deux fonctions de classe C n sur un intervalle I, alors la fonction fg est de classe
C n sur I et

(fg)(n) =
n

ÿ

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n´k).

Théorème 20.35 - Formule de Leibniz.
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Démonstration.
Fixons f et g deux fonctions définies sur I. Pour tout n P N, on note Hn : « si f et g sont de classe C n sur I, alors la

fonction fg est de classe C n sur I et (f.g)(n) =
n

ÿ

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n´k) ».

‚ Supposons que f et g sont de classe C 0 sur I, c’est-à-dire continues sur I. On a vu au chapitre précédent que la
fonction f.g est continue sur I et la formule de Leibniz est vraie (dans la somme n’apparaît que le terme f.g).
Donc H0 est vraie.

‚ Soit n P N tel que Hn est vraie. Supposons que f et g sont de classe C n+1 sur I. Puisque C n+1(I) Ă C n(I), ces
deux fonctions sont aussi de classe C n sur I donc fg est de classe C n et Hn assure que l’on a

(f.g)(n) =
n

ÿ

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n´k).

Ainsi, (f.g)(n) est continûment dérivable (comme somme de produits de fonctions continûment dérivables sur I)
donc f.g est de classe C n+1(I) et

(f.g)(n+1) =
(
(f.g)(n)

)1
=

(
n

ÿ

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n´k)

)1

=
n

ÿ

k=0

(
n

k

)(
f (k)g(n´k)

)1

=
n

ÿ

k=0

(
n

k

)(
f (k+1)g(n´k) + f (k)g(n´k+1)

)
=

n
ÿ

k=0

(
n

k

)
f (k+1)g(n´k) +

n
ÿ

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n´k+1)

= f (n+1)g(0) +
n´1
ÿ

k=0

(
n

k

)
f (k+1)g(n´k) +

n
ÿ

k=1

(
n

k

)
f (k)g(n´k+1) + f (0)g(n+1)

= f (n+1)g(0) +
n

ÿ

ℓ=1

(
n

ℓ ´ 1

)
f (ℓ)g(n´ℓ+1) +

n
ÿ

k=1

(
n

k

)
f (k)g(n´k+1) + f (0)g(n+1)

[changement d’indice dans la première somme ℓ = k + 1 qu’on note à nouveau k ensuite (indice muet)]

(f.g)(n+1) = f (n+1)g(0) +
n

ÿ

k=1

(
n

k ´ 1

)
f (k)g(n´k+1) +

n
ÿ

k=1

(
n

k

)
f (k)g(n´k+1) + f (0)g(n+1)

= f (n+1)g(0) +
n

ÿ

k=1

[(
n

k ´ 1

)
+

(
n

k

)]
f (k)g(n´k+1) + f (0)g(n+1)

= f (n+1)g(0) +
n

ÿ

k=1

(
n+ 1

k

)
f (k)g(n´k+1) + f (0)g(n+1) (formule de Pascal)

=
n+1
ÿ

k=0

(
n+ 1

k

)
f (k)g(n+1´k).

La proposition Hn+1 est donc vraie. Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout n P N, Hn est
vraie.

Soit n P N. Si f et g sont deux fonctions de classe C n sur un intervalle I, g ne s’annulant pas sur I, alors
la fonction f

g
est de classe C n sur I.

Proposition 20.36 - Dérivée n-ième d’un quotient.

Démonstration.
On pose pour tout n P N, Hn : « si g est de classe C n sur I et ne s’annule pas, alors g est aussi de classe C n sur I ».
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

‚ Le cours sur la continuité assure que H0 est vraie.
‚ Soit n P N tel que Hn soit vraie.

Soit g de classe C n+1 sur I ne s’annulant pas. Alors 1

g
est dérivable et

(
1

g

)1

=
´g1

g2
. g2 ne s’annule pas et est

de classe C n+1 sur I. g1 est de classe C n sur I. Donc
(
1

g

)1

est de classe C n sur I et 1

g
est de classe C n+1 sur

I. Donc Hn+1 est vraie.

Donc, pour tout n P N, le principe de récurrence assure que si g est de classe C n sur I et ne s’annule pas alors 1

g
est

de classe C n.
On applique enfin le théorème de Leibniz à f et 1

g
pour conclure.

Soit n P N. Soit f et g deux fonctions respectivement définies sur les intervalles I et J telles que f(I) Ă J ,
et de classe C n sur ces intervalles. La fonction g ˝ f est alors de classe C n sur I.

Proposition 20.37 - Dérivée n-ième d’une composée.

Démonstration.
Hors-programme (vous pouvez la faire, elle n’est pas très difficile).

Soit n P N‹. Soit f : I ÝÑ J bijective, de classe C n et telle que f 1 ne s’annule pas sur I. Alors la bijection
réciproque f´1 de f est également de classe C n sur J .

Proposition 20.38 - Dérivée n-ième d’une bijection réciproque.

Démonstration.
Soit f une bijection dérivable de I dans J tel que f 1 ne s’annule pas. On pose pour tout n P N‹, Hn : « si f est de
classe C n sur I, alors f´1 est de classe C n sur I ».

‚ H1 est le Théorème combinée aux résultats sur la continuité des composées et inverses.
‚ Soit n P N‹ tel que Hn est vraie.

Soit f une bijection d’un intervalle I sur un intervalle J de classe C n+1 sur I et telle que f 1 ne s’annule pas sur
I. La bijection réciproque f´1 de f est alors de classe C n sur J par hypothèse de récurrence. Donc f 1 ˝ f´1 est
classe C n d’après la proposition précédente et ne s’annule pas donc (f´1)1 =

1

f 1 ˝ f´1
est de C n sur J d’après

la Proposition , donc f´1 P C n+1(J) puis Hn+1 est vraie.
Le principe de récurrence permet de conclure.

Les sommes, produits, composées, quotients de fonctions de classes C 8 sur leur domaine de définition sont
des fonctions de classe C 8 sur leur domaine de définition.

Corollaire 20.39 - Opérations sur les fonctions de classe C 8.

Exercice d’application 20.40. La fonction h : x ÞÝÑ x6 exp(x) est de classe C 8 sur R. Calculer sa dérivée septième.

å
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20.4 Propriétés des fonctions dérivables de R dans R

20.4.1 Extrema locaux

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un point de I.
‚ On dit que f possède un maximum (resp. minimum) local en a si f est majorée (resp. minorée)

par f(a) au voisinage de a.
‚ On dit que a est un point critique de f si f est dérivable en a avec f 1(a) = 0.

Définition 20.41 - Extrema locaux, point critique.

Remarque 20.42. Un maximum est un maximum local, un minimum est un minimum local.

y = f(x)

‚
maximum

‚
minimum

‚
maximum

‚
minimum local

‚
maximum local

On peut avoir un maximum local en a sans que f soit décroissante à gauche et croissante à droite au voisinage

de a. C’est le cas de la fonction x ÞÝÑ x2 + 2x2 sin
(
1

x

)2

prolongée par 0 en 0, représentée ci-après.

y = f(x)

�
ATTENTION

�

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et a un point de I qui n’est pas une extrémité
de I. Si f admet un extremum local en a, alors a est un point critique de f .

Théorème 20.43 - Lien entre extremum local et point critique.
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Démonstration.
Quitte à remplacer f par ´f , on suppose que f admet un maximum local en a. Puisque f est majorée par f(a) en un
voisinage de a et que a n’est pas une extrémité de I, il existe η ą 0 tel que pour tout x P ]a ´ η ; a+ η[, f(x) ď f(a).
Ainsi,

@x P ]a ´ η ; a[ ,
f(x) ´ f(a)

x ´ a
ě 0 et @x P ]a ; a+ η[ ,

f(x) ´ f(a)

x ´ a
ď 0.

Or f est dérivable en a, donc en faisant tendre x vers a par la gauche, on obtient f 1(a) ě 0. En faisant tendre x vers
a par la gauche, on a plutôt f 1(a) ď 0. Finalement, f 1(a) = 0.

Illustration du théorème L’hypothèse « a n’est pas une extré-
mité » est importante

La réciproque du théorème est
fausse

a
a

‚
maximum local

a

Remarque 20.44. 1. Graphiquement, la tangente en un extremum est horizontale. En effet pour un maximum,
les sécantes ont une pente positive puis négative donc à la position limite, la pente est nulle.

2. Ce théorème ne concerne que les fonctions dérivables. Par exemple la fonction x ÞÝÑ |x| possède un minimum
local en 0 et n’est pas dérivable en 0.

20.4.2 Théorème de Rolle et égalité des accroissements finis

Soit a et b deux réels tels que a ă b. Soit f une fonction définie sur [a ; b]. Si les trois hypothèses suivantes
sont respectées :
(a) f est continue sur le segment [a ; b] ;
(b) f est dérivable sur l’intervalle ouvert ]a ; b[ ;
(c) f(a) = f(b),

alors il existe c P ]a ; b[ tel que f 1(c) = 0.

Théorème 20.45 - Théorème de Rolle.

Démonstration.
D’après l’hypothèse (b), f est continue sur le segment [a ; b] donc d’après le théorème des bornes atteinte, l’image de
[a ; b] par f est un segment [m ; M ] avec m ď M réels. m est donc le minimum de f sur [a ; b] et M son maximum.

‚ Si m = M , alors f est constante sur [a ; b] donc sa dérivée est nulle sur tout ]a ; b[.
‚ Si m ă M avec m ‰ f(a), alors comme f atteint ses bornes, f prend la valeur m (minimum) en un point
c P ]a ; b[. Comme c n’est pas une extrémité de ]a ; b[ et f est dérivable sur ]a ; b[, le Théorème 20.43 assure que
f 1(c) = 0.

‚ Si m ă M avec m = f(a), on a forcément M ‰ f(a) donc f prend la valeur M (maximum) en un point c P ]a ; b[
donc f est dérivable en c et f a un extremum local en c donc f 1(c) = 0.

y = f(x)

a b

f(a) = f(b)

m

M

c
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Remarque 20.46. 1. Graphiquement, le théorème de Rolle dit que, sous les hypothèses précédentes, le graphe de
la fonction f possède au moins une tangente horizontale.

2. En cinématique, le théorème de Rolle nous dit qu’un point mobile sur un axe qui revient à son point de départ
a nécessairement vu sa vitesse s’annuler à un instant donné.

3. Les hypothèses sont toutes importantes :

Fonction non dérivable Fonction non continue au bord f(a) ‰ f(b)

a b

‚

a b a b

Exercice d’application 20.47. Montrer que pour tous a, b, c réels, le polynôme P = 4aX3+3bX2+2cX´(a+b+c)
possède une racine dans ]0 ; 1[.

å

Soit a et b deux réels tels que a ă b. Soit f : [a ; b] ÝÑ R. Si les deux hypothèses suivantes sont respectées :
(a) f est continue sur le segment [a ; b] ;
(b) f est dérivable sur l’intervalle ouvert ]a ; b[,

alors il existe c P ]a ; b[ tel que f 1(c) =
f(b) ´ f(a)

b ´ a
.

Théorème 20.48 - Théorème des accroissements finis (TAF).

Démonstration.
On considère la fonction g : [a ; b] ÝÑ R

x ÞÝÑ (b ´ a)f(x) ´ (f(b) ´ f(a))x
.

D’après les hypothèses sur la régularité de f , la fonction g est continue sur [a ; b] et dérivable sur ]a ; b[. De plus

g(a) = (b ´ a)f(a) ´ (f(b) ´ f(a))a = bf(a) ´ af(b)

et
g(b) = (b ´ a)f(b) ´ (f(b) ´ f(a))b = ´af(b) + bf(a).

Donc, g(a) = g(b). On peut alors appliquer le théorème de Rolle, qui nous assure de l’existence de c P ]a ; b[ tel que

g1(c) = 0. On a alors (b ´ a)f 1(c) ´ (f(b) ´ f(a)) = 0 puis f 1(c) =
f(b) ´ f(a)

b ´ a
.

Remarque 20.49. 1. Graphiquement, ce théorème signifie que tout arc (portion de courbe) de la courbe repré-
sentative d’une fonction dérivable possède au moins une tangente parallèle à la corde joignant les extrémités de
cet arc.
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‚

‚

a bc

2. Du point de vue cinématique, un mobile se déplaçant sur un axe pendant un intervalle de temps possède au
moins une fois une vitesse instantanée égale à sa vitesse moyenne sur cet intervalle. Ainsi si une voiture met 1h
pour parcourir 90 km, il existe un instant du trajet où sa vitesse instantanée a été de 90 kmh´1.

20.4.3 Constance, monotonie et dérivabilité

Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle I. f est constante si et seulement si f 1 est nulle sur I.

Théorème 20.50 - Caractérisation des fonctions constantes dérivables.

Démonstration. ‚ Si f est constante, alors pour tout a P I, f(x) ´ f(a)

x ´ a
= 0 ÝÑ

xÑa
0, donc f 1(a) = 0.

‚ Réciproquement, supposons f 1 nulle sur I. Soit x, y P I avec x ă y. Comme f est continue sur [x ; y] et dérivable

sur ]x ; y[, l’égalité des accroissements finis assure qu’il existe c P ]x ; y[ tel que f(y) ´ f(x)

y ´ x
= f 1(c) = 0, d’où

f(x) = f(y), puis f est constante.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. f est croissante sur I si et seulement si f 1 est positive ou nulle sur I.
2. f est strictement croissante sur I si et seulement si f 1 est positive ou nulle sur I et n’est identiquement

nulle sur aucun intervalle [a ; b] avec a ă b.
En particulier, si f 1 est strictement positive sur I et ne s’annule au plus qu’un nombre fini de fois,
alors f est strictement croissante sur I.

On dispose bien sûr d’un résultat analogue sur les fonctions décroissantes.

Théorème 20.51 - Lien entre dérivée et variations.

Démonstration. 1. Même preuve que dans le Théorème en remplaçant les égalités par des inégalités.
2. ‚ Supposons f strictement croissante sur I. D’après 1., f 1 est positive ou nulle sur I. Supposons qu’il existe

a ă b tel que f 1 est identiquement nulle sur [a ; b]. Alors f y est constante donc f(a) = f(b), donc a = b
par stricte monotonie (f est alors injective), ce qui contredit a ă b.

‚ Supposons f 1 positive on nulle sur I et non identiquement nulle sur tout intervalle [a ; b] avec a ă b. D’après
1., f est croissante. Soit x, y P I avec x ă y. Par croissance, f(x) ď f(y). Si f(x) = f(y), la croissance de f
montre que f est constante sur [x ; y], donc f 1 est identiquement nulle sur [x ; y], ce qui est contradictoire.
Finalement, f(x) ă f(y), ce qui établit la stricte croissance de f .

Si f est décroissante, on applique les résultats à ´f pour conclure.

Remarque 20.52. 1. L’hypothèse « I est un intervalle » est indispensable.
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f 1 = 0 sur deux intervalles disjoints I1 et I2,
mais f non constante sur I1 Y I2

f 1 négative sur deux intervalles disjoints I1 et
I2, mais f non décroissante sur I1 Y I2

[ ]
I1

[ ]
I2

[ ]
I1

[ ]
I2

2. La positivité stricte de f 1 en un point donné ne suffit pas à justifier la stricte monotonie de f au voisinage de ce
point.

Considérons par exemple, la fonction

f : R ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

x+ 2x2 sin(1/x) si x ‰ 0
0 sinon.

La fonction f est dérivable en 0 et f 1(0) = 1 et pourtant f 1 ne garde un signe constant dans aucun intervalle
autour de 0

20.4.4 L’inégalité des accroissements finis

Soit f : I ÝÑ R et k P R+. On dit que f est une fonction k-lipschitzienne si

@(x, y) P I2, |f(x) ´ f(y)| ď k |x ´ y| .

On dit que f est lipschitzienne s’il existe k P R+ telle que f est k-lipschitzienne.

Définition 20.53 - Fonction lipschitzienne.

Remarque 20.54. La fonction f est k-lipschitzienne si pour tous x, y P I avec x ‰ y, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f(x) ´ f(y)

x ´ y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď k. On
peut interpréter graphiquement : f est k-lipschitzienne revient à dire que les pentes des cordes de son graphe sont
bornées.
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Graphe d’une fonction 1-lipschitzienne Graphe d’une fonction non lipschitzienne
(dans la zone entourée, il y a des cordes aussi
pentues que l’on veut)

‚

pente +1pente ´1

‚

Exercice d’application 20.55. Les fonctions suivantes sont-elles lipschitziennes ?

1. Les fonctions affines f : x ÞÝÑ ax+ b sur R, où a P R‹ et b P R.

2. f : x ÞÝÑ |x| sur R.

3. f : x ÞÝÑ x2 sur R.

4. f : x ÞÝÑ
?
x sur R+.

å

Soit a et b deux réels tels que a ă b. Soit f une fonction définie sur le segment [a ; b]. Soit m et M deux
réels tels que m ď M . Si les hypothèses suivantes sont respectées :
(a) f est continue sur le segment [a ; b] ;
(b) f est dérivable sur l’intervalle ouvert ]a ; b[ ;
(c) pour tout x P ]a ; b[, m ď f 1(x) ď M ,

alors on a :
m(b ´ a) ď f(b) ´ f(a) ď M(b ´ a).

Théorème 20.56 - Inégalité des accroissements finis (IAF).

Démonstration.
D’après l’égalité des accroissements finis, il existe c P ]a ; b[ tel que f 1(c) =

f(b) ´ f(a)

b ´ a
. Comme c P ]a ; b[, on a

m ď
f(b) ´ f(a)

b ´ a
ď M , donc m(b ´ a) ď f(b) ´ f(a) ď M(b ´ a).
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Soit a et b deux réels tels que a ă b. Soit f une fonction définie sur le segment [a ; b]. Soit k un réel positif
ou nul. Si les hypothèses suivantes sont respectées :
(a) f est continue sur le segment [a ; b] ;
(b) f est dérivable sur l’intervalle ouvert ]a ; b[ ;
(c) pour tout x P ]a ; b[, |f 1(x)| ď k,

alors f est k-lipschitzienne sur [a ; b], c’est-à-dire que f vérifie :

@x, y P [a ; b] , |f(x) ´ f(y)| ď k |x ´ y| .

Corollaire 20.57 - Inégalité des accroissements finis - Version lipschitzienne.

Démonstration.
Soit x et y dans [a ; b]. Quitte à échanger x et y, on peut supposer que x ě y.

‚ Si x = y, alors |f(x) ´ f(y)| = 0 = k |x ´ y|.
‚ Sinon f est continue sur [x ; y] et dérivable sur ]x, y[. Donc, d’après l’inégalité des accroissements finis,

´k(y ´ x) ď f(y) ´ f(x) ď k(y ´ x).

On en déduit que |f(x) ´ f(y)| ď k |x ´ y|.
Donc f est k-lipschitzienne.

Soit I un intervalle, f : I ÝÑ R une fonction dérivable, k P R+. Si |f 1| ď k sur I, alors f est k-lipschitzienne
sur I.

Corollaire 20.58 - Extension aux intervalles quelconques.

Démonstration.
Soit x, y P I avec x ă y. Alors f est continue sur [x ; y], est dérivable sur ]x ; y[ et pour tout t P ]x ; y[, |f 1(t)| ď k,
donc l’inégalité des accroissements finis (Version lipschitzienne) assure que f est k-lipschitzienne.

Exercice d’application 20.59. ♡
1. Justifier que sin est lipschitzienne.
2. En déduire que pour tout x P R, |sin(x)| ď |x|.

å

0

´

1

´1

y = sin(x)

pente +1pente ´1
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Exercice d’application 20.60. ♡ Montrer que

@x P R‹
+,

1

1 + x
ď ln(1 + x) ´ ln(x) ď

1

x
¨

å

20.4.5 Théorème de la limite de la dérivée

Les limites lim
xÑa

f(x) ´ f(a)

x ´ a
et lim

xÑa
f 1(x) sont conceptuellement très différentes. La première est liée à la dériva-

bilité de f en a et la deuxième à la continuité de f 1 en a. Rien à voir !

�
ATTENTION

�

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un élément de I. Soit ℓ P R. On suppose que :
(a) f est continue sur I ;
(b) f est dérivable sur Iz tau ;
(c) lim

xÑa
x‰a

f 1(x) = ℓ,

alors lim
xÑa

f(x) ´ f(a)

x ´ a
= ℓ. En particulier,

‚ si ℓ P R, on a f dérivable en a avec f 1(a) = ℓ ;
‚ si ℓ P t´8,+8u, f n’est pas dérivable en a et la courbe représentative de f présente une tangente

verticale au point d’abscisse a.

Théorème 20.61 - Théorème de la limite de la dérivée.

Remarque 20.62. Dans le théorème précédent, si ℓ est fini, on a f 1 est continue en a.

Démonstration.
On suppose que f vérifie les hypothèses. D’après l’égalité des accroissements finis, pour tout x P Iz tau, il existe cx

strictement compris entre a et x tel que f(x) ´ f(a)

x ´ a
= f 1(cx).

Comme cx est strictement entre a et x, on a 0 ă |cx ´ a| ă |x ´ a|.On a lim
xÑa

|x ´ a| = 0, donc par le théorème des
gendarmes, lim

xÑa
|cx ´ a| = 0, donc lim

xÑa
cx = a. Par composition de limites, on en déduit que lim

xÑa
f 1(cx) = ℓ, et donc

que f(x) ´ f(a)

x ´ a
= f 1(cx) ÝÑ

xÑa
ℓ.

‚ Si ℓ P R, alors f(x) ´ f(a)

x ´ a
a une limite finie en a donc f est dérivable en a et f 1(a) = ℓ.

‚ Si ℓ P t´8,+8u , alors le
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f(x) ´ f(a)

x ´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tend vers +8 lorsque x tend vers a et f n’est pas dérivable en a. Dans
ce cas, la courbe représentative de f présente une tangente verticale au point d’abscisse a.
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Remarque 20.63.
Attention, la proposition précédente n’est qu’une condition suffisante.
Il se peut que f 1(a) existe sans que la fonction f 1 soit continue en a. En
effet, la fonction

f : R ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

x2 sin(1/x) si x ‰ 0
0 sinon

est dérivable sur R‹ d’après les théorèmes généraux et dérivable en 0
de dérivée nulle car son taux d’accroissement en 0 tend vers 0 en 0
( lim
xÑ0

x sin(1/x) = 0).
Or la fonction

f 1 : x ÞÝÑ

#

2x sin 1

x
´ cos 1

x
si x ‰ 0,

0 si x = 0,

n’est pas continue en 0 car lim
nÑ+8

f 1
(
1/(2nπ)

)
= ´1 ‰ f 1(0).

Exercice d’application 20.64. Soit a ą 2. On définit f : R+ ÝÑ R par f(0) = 0 et pour tout x ą 0, f(x) =

xa sin
(
1

x

)
. Montrer que f est une fonction de classe C 1.

å

20.5 Dérivation des fonctions d’une variable réelle à valeurs complexes

La définition de la dérivée d’une fonction à valeurs complexes en un point est la même que celle des fonctions à valeurs
réelles.

Soit I un intervalle de R. La fonction f : I ÝÑ C est dite dérivable en a P I si, et seulement si, la
fonction τa : Iztau ÝÑ C, appelée taux d’accroissement de f en a et définie sur Iztau par

@t P Iztau, τa(t) =
f(t) ´ f(a)

t ´ a

admet une limite (obligatoirement finie) quand t tend vers a. Cette limite est appelé nombre dérivé de
f en a, et notée f 1(a), Df(a) ou df

dt (a). Autrement dit, sous réserve d’existence de la limite :

f 1(a) = lim
tÑa

f(t) ´ f(a)

t ´ a
.

Définition 20.65 - Nombre dérivée - cas d’une fonction à valeurs complexes.

On définit de même la fonction dérivée.
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Lorsque la fonction f : I ÝÑ C est dérivable en tout point de I on dit que f est dérivable sur I et la
fonction à valeurs complexes définie sur I par t ÞÝÑ f 1(t) est appelée fonction dérivée de f , et se note
f 1, Df ou df

dt .

Définition 20.66 - Fonction dérivée.

Soit f : I ÝÑ C et a P I. La fonction f est dérivable en a (resp. sur I) si, et seulement si, les deux fonctions
à valeurs réelles Re(f) et Im(f) sont dérivables en a (resp. sur I). Dans ce cas on a de plus

f 1(a) =
(
Re(f)

)1
(a) + i

(
Im(f)

)1
(a).

et respectivement
f 1 =

(
Re(f)

)1
+ i

(
Im(f)

)1
.

Proposition 20.67 - Lien avec la partie réelle et la partie imaginaire.

Remarque 20.68. En pratique, avec les fonctions à valeurs complexes, on dérive comme dans le cas réel avec les
règles habituelles.

Exercice d’application 20.69. Soit a, b P R, f : t ÞÝÑ exp
(
(a+ ib)t

)
. Montrer que f est dérivable sur C et donner

l’expression de la dérivée.

å

Remarque 20.70. Le théorème de Rolle et l’égalité des accroissements finis deviennent faux dans le cas des fonctions
à valeurs complexes.

Considérons par exemple la fonction f : [0 ; 2π] ÝÑ C
x ÞÝÑ eix

qui est dérivable sur [0 ; 2π] donc a fortiori continue sur

ce segment et dérivable sur l’intervalle ouvert ]0 ; 2π[. On a f(0) = f(2π) = 1 et pourtant, pour tout c P ]0 ; 2π[,
f 1(c) = ieic ‰ 0 !

Remarque 20.71. D’un point de vue cinématique, cela implique qu’un point mobile dans le plan complexe peut
revenir à son point de départ sans que sa vitesse instantanée ne se soit annulée à aucun instant.

Lycée H. Loritz
24/26

PCSI - 2024/2025



Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Soit a ă b deux réels, f : [a ; b] ÝÑ C une fonction de classe C 1 sur [a ; b]. S’il existe un réel k ě 0 tel que
|f 1|

loomoon

module

ď k, alors

@x, y P [a ; b] , |f(x) ´ f(y)|
loooooomoooooon

module

ď k |x ´ y|
loomoon

val. abs.

.

Théorème 20.72 - Inégalité des accroissement finis - Version complexe.

Démonstration.
La démonstration sera donnée ultérieurement, dans le chapitre Intégration.

L’une des conséquences immédiates de l’inégalité des accroissements finis pour les fonctions à valeurs complexes est
donnée dans l’énoncé suivant (qui reste valable si f est seulement dérivable sur [a ; b]).

Soit f : [a ; b] ÝÑ C une fonction de classe C 1. Si f 1 est nulle sur [a ; b], alors f est constante sur [a ; b].

Corollaire 20.73 - Caractérisation des fonctions constantes dérivables.
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Chapitre 20 : Dérivabilité de fonctions

Questions de cours
1. Donner la définition de nombre dérivé.
2. Donner l’équation de la tangente à la courbe représentative d’une fonction f dérivable en un point a.
3. Donner le lien entre fonction dérivable et développement limité à l’ordre 1.
4. Donner le lien entre continuité et dérivabilité.
5. Donner les définitions de dérivabilité à gauche et à droite.
6. Donner le lien entre dérivabilité, dérivabilité à gauche et dérivabilité à droite.
7. Donner les formules sur les opérations avec les dérivées (dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient, d’une

composée).
8. Énoncer le théorème de dérivation d’une bijection réciproque.
9. Définir ce qu’est être une fonction de classe C n, où n P N.

10. Définir ce qu’est être une fonction de classe C 8.
11. Énoncer la formule de Leibniz.
12. Énoncer le résultat permettant d’affirmer qu’une bijection réciproque est de classe C n, où n P N.
13. Donner la définition de maximum (resp. minimum) local.
14. Donner la définition de point critique.
15. Donner le lien entre extremum local et point critique.
16. Énoncer le théorème de Rolle.
17. Énoncer le théorème des accroissements finis.
18. Donner le lien entre dérivée d’une fonction et fonctions constantes.
19. Donner le lien entre la dérivée d’une fonction et son sens de variation (large et strict).
20. Donner la définition de fonction k-lipschitzienne (où k P R+).
21. Énoncer l’inégalité des accroissements finis.
22. Énoncer l’inégalité des accroissements finis (version lipschitzienne).
23. Énoncer le théorème de la limite de la dérivée.
24. Pour une fonction à valeurs complexes, donner le lien entre la dérivée et les dérivées des parties réelle et imaginaire.
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