CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

CHAPITRE 16 CALCUL MATRICIEL

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, et (n,p) est un couple d’entiers naturels non nuls.

16.1 Vocabulaire

,—[Déﬁnition 16.1 - Matrice, coefficient, format.] N\

On appelle matrice a coefficients dans K un tableau rectangulaire constitué de nombres appartenant a K
et ayant n lignes, p colonnes.

a1 @12 ai,p
21 A2 --- az.p
Ap,1 Gpo------- Qn,p

On note, de maniére condensée, A = (ai’j)%gign.

<j<
L’élément a, ; est appelé coefficient de pOSif]iOﬁl (ou d’indice) (7,7) de la matrice A : il est situé a linter-
section de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne (ou (i,7) € [1,n] x [1,p]).
Le couple (n,p) est appelé format de la matrice. On dit que M est une matrice (n,p) (sous entendu de
format (n,p), on dit parfois de taille (n, p)).
On note M,, ,(K) I'ensemble des matrices de format (n, p).

,—[Déﬁnition 16.2 - Matrice carrée, matrice ligne, matrice colonne.] N

Soit M € M, ,(K).

1. Si n = p (la matrice a donc le méme nombre de lignes et de colonnes), M est dite matrice carrée .
On note alors M,, ,(K) = M,,(K).

2. Sin =1, (la matrice n’a donc qu'une seule ligne), M est dite matrice ligne.

3. Si p =1, (la matrice n’a donc qu'une seule colonne), M est dite matrice colonne.

r—[Déﬁnition 16.3 - Matrice nulle.] \

On appelle matrice nulle de format (n,p) la matrice de format (n,p) dont tous les coefficients sont nuls.
On la note 0, ou 0 si cette notation ne présente pas d’ambiguité.

r—[Déﬁnition 16.4 - Matrice identité.] \

On appelle matrice identité de taille n la matrice notée I,, et définie par :

L 0-eee- ()
0

0-vvn- a0 1
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

Exemple 16.5. Voici quelques exemples de matrices :

1 2 3 4 ™ 51 o
1. 5 6 7 8 EM3’4(R); 2. 1,5 EM371(R); 3. (1_]_ . \/5) EMQ(C);
9 10 11 12 e2 ‘
711—|-7ZZ. 1 ;z 10 0
4. (4 —6 0 0) E./\/ll 4(R); 5. . €M42(C); 6. 0 1 0 EMg(R)
' -3+2i -1 i
0 0 1
0 0
B est une matrice colonne, D est une matrice ligne, C' et F' sont carrées.
Si A = (a;,), on a par exemple, a1 =9, a1 3 = 3, etc.
Exercice d’application 16.6. Ecrire explicitement les matrices suivantes :
1 -1 s i>j
M= (7) ie[1,3] N= (ni’j) ieq1,5) 2VEC v(i,5) € [1,5] x [1, 3], nij = 0 sioi=7]
v+ 7 e jel13] 1 siooi<j
-
Notation 16.7. Soit M € M,, ,(K).
e On note Ly, ..., L, les lignes de la matrice M. Ces lignes sont écrites via des matrices-ligne.
e On note C1,...,C) les colonnes de la matrice M. Ces colonnes sont écrites via des matrices-colonne.
Exemple 16.8. Les lignes et les colonnes de la matrice A de ’'Exemple 16.5 sont
Li=(1 2 3 4 Ly=( 6 7 8) Ly=(9 10 11 12)
1 2 3 4
Ci=15 Co=16 Cs=1|7 Cy=| 8
9 10 11 12
16.2 Calcul matriciel
16.2.1 Combinaison linéaire
,—[Déﬁnition 16.9 - Somme et produit externe.} N\

Soit A = (a; ;) € My p(K), B =(b; ;) € My, ,(K) et A € K. On définit les matrices A+ B (somme de A et
B) et AA (produit externe de A par A) par :

A+ B=(a;; +bij)ici<sn et A =(Xa;;)i<i<n
1<j< 1<

< <j<p
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

@ ATTENTION @

On ne peut additionner ou multiplier par une constante que des matrices de méme format.
1 e 3 -2 0 1 -1 e 4
Exemple 16.10. <ln2 5 6) + < 0 —6) = (ln2 547 O)'
(1+i i 3 i—1 -1 3
Exemple 16.11. z(an i ()) - (iln? 1 0)
\

f—[Déﬁnition 16.12 - Combinaison linéaire de matrices. > N

Soit M, Ay,..., A, € M, ,(K). On dit que M est combinaison linéaire des matrices A4, ..., A, lorsqu’il
existe des scalaires (des nombres) Aq, ..., A\, € K tels que

M =XMAL+XAs+ -+ XA,

Une combinaison linéaire est donc une somme pondérée de matrices.

\. J

Exercice d’application 16.13. On considére A = (1 2 3) et B = (_23 :; (1)) Déterminer A + 2B et
2A — B.

-

,—[Proposition 16.14 - Propriétés de la somme matricielle.] X

Soit A, B,C' € M, ,(K) (les trois matrices sont donc de méme format) et (A, u) € K2.
1. Associativité : (A+ B)+ C = A+ (B + C). On notera dorénavant A+ B 4+ C une de ces opérations.
2. Commutativité : A+ B =B + A.
3. Existence d’un élément neutre : A+ 0, , =0,, + A = A.
4. Existence d’'un opposé : A+ (—1).A = 0, p. On notera dorénavant —A = (—1).A 'opposé de A.

7
Démonstration.
Notons A = (a; j)1<i<n, B = (bij)1<i<n €t C = (¢ij)1<i<n-
1<j<p 1<j<p 1<j<p

1. Pour tout (7,7) € [1,n] x [1, p], coefficient d’indice (¢, j) de (A+B)+C est (a; j+b; j)+cij = a; j+(b; j+c¢i j) par
associativité de la somme sur K, c¢’est donc aussi le coefficient d’indice (4,7) de A+ (B+C'), donc (A+ B)+C =

A+ (B+0).
Les autres points se montrent de la méme manicre. L]
,—[Proposition 16.15 - Propriétés du produit externe.j N

Soit A, Be M,, ,(K) et (\, p) € K2
1. Distributivité : A(A+ B) = AA + AB.

2. Distributivité : (A + u)A = AA + pA.

3. Associativité : A(uA) = (p x A)A. On notera dorénavant AuA une de ces opérations.
4. 0.A =0,p.

5. Existence d'un élément neutre : 1.A = A.
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

Démonstration.

Notons A = (a;,j)1<i<n €t B = (b; j)1<i<n-
1<j<p 1<j<p

1. Pour tout (i,7) € [1,n] x [1,p], coefficient d’'indice (i,7) de A(A + B) est A(a;; + bij) = Aa;j + Ab; j par
distributivité sur K, c’est donc aussi le coefficient d’indice (i,7) de AA + AB, donc A\(A + B) = AA + AB.

Les autres points se montrent de la méme maniere. O

16.2.2 Matrices élémentaires

,—[Déﬁnition 16.16 - Symbole de Kronecker.} N

Lorsque z et y sont des nombres réels, on appelle symbole de Kronecker de x et de y et on note d,,, le
réel défini par :
5 — { 1 si =y
YT 0 siox#£y

\

Exemple 16.17. Soit n € N*. La matrice identité de taille n peut ainsi s’écrire I, = (04 5)i je[1,n]-
Exemple 16.18 (£). Soit x, y et z des réels. Que vaut 0, x §y 5 7
On a 40y, #0<= 0,y #0et d, . # 0= x=yety=2z Donc

1 si r=y=2z
O,y0y,= = { 0 sinon

r—[Déﬁnition 16.19 - Matrice élémentaire.] \

Soit (¢,7) € [1,n] x [1,p]. On appelle matrice élémentaire E; ; de M,, ,(K) la matrice dont tous les
coefficients sont nuls, sauf celui d’indice (¢, ).

O v PP 0
Eij = 0 ....... 0 1 0-venn-.. 0 —i
O evenennns O evenannns 0
)
J

Autrement dit, E; ; = (6i7j)ie[[1,n]].
Jel1,p]

\. J

,—[Proposition 16.20 - Décomposition d’une matrice avec des matrices élémentaires.j—

Toute matrice de M,, ,(K) s’écrit comme combinaison linéaire de matrices élémentaires.

Démonstration.
n j2

Soit A = (a;,5)ie[1,n] une matrice. On a A = Z Z a; ;B ;. O
Jel1,p] i=1j=1
Exemple 16.21.
1 3
<4 _1> =F11+3F12+4F1 — Fapo.

4/28
Lycée H. Loritz PCSI - 2024/2025



CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

16.2.3 Multiplication matricielle

,—[Déﬁnition 16.22 - Multiplication d’une matrice ligne et d’une matrice colonne.]—

T

€2
Soit L = (£1 by --- ép) eMip,(K)et X =] . | € M, 1(K). On définit alors le produit matriciel

Tp
LX comme étant C' € M 1(K) dont 'unique coefficient est défini par :

p
1,1 = Z f}cl‘k
k=1

En pratique, on pourra poser le calcul comme suit :

’X : p lignes 1 colonne‘

’L : 1 ligne p colonnes‘ ’C = Ax B=(c):1ligne 1 colonne
-2
Exemple 16.23. (1 2 3) | —-1] = (1x(=2)+2x (=1) 43 x 1) = (—1) (c’est une matrice de format (1,1)).
1
a
Exercice d’application 16.24. Soit (a,b,c) € K3. Calculer M = (a b c) x | b
c

-

Remarque 16.25. Le résultat du produit d’'une matrice ligne par une matrice colonne peut étre considéré comme
un réel. Le résultat correspond alors au produit scalaire canonique sur K™ de deux vecteurs et v, si les coordonnées
de @ (resp. ¥) sont stockées dans la matrice ligne (resp. la matrice colonne).

,—[Déﬁnition 16.26 - Produit d’une matrice par une matrice colonne.} N\
T
Soit A = (a; )@, ) € Mnp(K) et X = [ 1 | € M,1(K). On définit alors le produit matriciel AX
Tp

comme étant la matrice colonne C € M,, 1(K) dont les coefficients sont définis par :

P
Vie[l,p], ¢1= Z @i Tk
k=1

5/28
PCSI - 2024/2025 Lycée H. Loritz



CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

En pratique, on pourra poser le calcul comme suit :

’X : p lignes 1 colonne‘

C1,1

ail1 a1/,2 ai/p
a1 a2 2 @

an, 1 Qp,2 o Qn,p Cn,1

A : n lignes p colonnes ‘ ’ C = A x X : nlignes 1 colonne

Remarque 16.27. En particulier, avec les notations de la définition précédente, AX est combinaison linéaire des
colonnes de A. En effet, si on note Ci,...,C, les colonnes de A, on a

p
AX = Z J,‘]'Cj.
j=1

1
0 1 2 4 2 2
Exemple 16.28. <_1 9 3 _2> 5 | = (11>.

1 1/2 1/3 1/4 _01
Exercice d’application 16.29. Calculer le produit M =1 0 -1 0 <14
0 -1 0 1 9
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

r—[Déﬁnition 16.30 - Produit de deux matrices.] N

Soit (n,p,q) € (N*)3, A = (a; ;) une matrice de M, ,(K) et B = (b; ;) une matrice de M, ,(K) de sorte
que le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B (c’est pour cette raison que l'indice de
colonne de A est le méme que U'indice de ligne de B). On définit alors le produit matriciel AB comme
étant la matrice C' € M,, ,(K) dont les coefficients sont définis par :

p
Vi, k)e[1,n] x [1,q], cix= Z a;i ib; k
j=1

@ ATTENTION @

Le produit AB n’existe que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.
Le cas échéant, le produit AB de A par B a le nombre de lignes de A et le nombre de colonnes de B.

En pratique, on pourra poser le calcul comme suit :

’ B : p lignes ¢ colonnes

S

C12 N Ciq
@@ B @ 021 022 - CQq
[027%} An?2 ce Anp Cni1 Cn2 ce Cnq

’ A : n lignes p colonnes ‘ ’ C = A x B : n lignes q colonnes

0 -2 7
1 -2 3 3 —-15 -—-11
Exemple 16.31. <5 0 _1> (1) _51 _62 = <_1 9 37 )

Exercice d’application 16.32. Dans chaque cas, calculer les produits A x B et B x A si c’est possible.

11 1
1. A=(*)eB=(1 2 2. A=[1 1 1)et=(L Y1
1 111 0 10
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

Remarque 16.33. Les colonnes de la matrice A x B sont le produit de A avec les colonnes de B.

Exemple 16.34 (<»). On se place dans M,,(K). Alors :
V(i,j, kae) € Hl,n]rla Ei,k X E@,j = 6k,£Ei,j~

En effet, fixons (4, j, k,¢) € [[1,n]]4.
e Les lignes de Fj ; sont nulles, sauf la i-ieme. Donc les lignes de Ej j, x Ej ; sont nulles, sauf peut-étre la i-ieme.
e Les colonnes de Ey ; sont nulles, sauf la j-ieme. Donc les colonnes de E;;, x Ey, ; sont nulles, sauf peut-étre la
j-ieme.
e Le seul coefficient qui peut étre non nul est donc en position (i, ), et c’est le produit de la 4 ieme ligne de E; j
et de la j-ieme colonne de Fy ;. Il vaut donc 1 si k = £ et 0 sinon.

,—[Proposition 16.35 - Propriétés usuelles du produit matriciel.j N\
Soit (n,p,q,7) € (N*)*. Soit A, A’ € M,, ,(K), B,B" € M, 4(K), C e M,.(K) et A€ K.
1. Associativité : (AB)C = A(BC). On écrira dorénavant ABC une de ces opérations.
2. Associativité : (AA)B = A\(AB) = A(AB).
3. Distributivité : A(B+ B') = AB+ AB'.
4. Distributivité : (A+ A")B = AB+ A'B.
5. Existence d’un neutre a gauche et & droite : [, x A=A = A x I,
6. Ax0,4=0,4=0,,xB.

Remarque 16.36. Les propriétés 2., 3., 4. assurent que le produit matriciel est bilinéaire. Nous reviendrons sur
cette notion plus tard dans I’année.

Démonstration.

@ ATTENTION @

Il faut étre trés prudent avec le produit matriciel : les régles du produit sur K ne s’appliquent pas toutes aux
matrices. On retiendra en particulier que :

e le produit n’est pas intégre : on peut avoir AB =0 avec A # 0 et B # 0.

e le produit matriciel n’est pas commutatif : en général, AB # BA, méme si les deux produits sont
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

bien définis (ce qui n’est pas toujours le cas!).

11 1 1 00 1 1 11 2 2
Exemple 16.37. (1 1> (_1 _1) = (0 O> et (_1 _1> (1 1> = <_2 _2>
Exemple 16.38 (¥). Soit n € N*. La matrice 0,,,, commute avec toutes les matrices de M, (K), c’est-a-dire que

pour tout A e M, (K),0x A=A x0.

16.2.4 Transposition

Définition 16.39 - Matrice transposée.}

Soit A = (a; ;) € M, ,(K). La transposée de A est la matrice de M, ,(K) notée A" dont le coefficient
de position (i, j) est a;;.

Les éléments de le i-éme ligne de AT sont donc les éléments de la i-éme colonne de A et vice-versa.
-2 0

2 —16>’ alors AT=[0 =«
1 -6

—2

Exemple 16.40. e Si A= < 0

o I,  =1,.

e La transposée d’une matrice-ligne est une matrice-colonne et vice-versa.

,—[Proposition 16.41 - Propriétés usuelles de la transposition.] N\

Soit (n,p, q) € N3.
1. VAe M, ,(K), (AT =A.
2. VAeK, VA ,BeM,,(K), (AA+B)' =)AT +BT.
3. VAe M, ,(K), VBe M, ,(K), (AB)" =BT x AT.

Démonstration.

?2 ATTENTION @

| Attention & I'ordre quand vous transposez un produit !
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

16.3 Pivot de Gauss sur des matrices

16.3.1 Opérations élémentaires

W 3\

,—[Déﬁnition 16.42 - Opérations élémentaires sur les lignes.J

On appelle opération élémentaire sur les lignes d’une matrice toute opération d’un des trois types
suivants.

1. Echange de deux lignes i et j (transposition), qu’on note L; <> L;.

2. Multiplication d’une ligne ¢ par un nombre non nul « € K* (dilatation), qu’on note L; <« «L;.

3. Ajout a une ligne ¢ un multiple 5 € R d’une autre j # i (transvection), qu’on note L; < L; + SL;.
Si A et B sont deux matrices ot B est obtenue a partir de A aprés une ou plusieurs opérations élémentaires
sur les lignes, on dit que A et B sont équivalentes par lignes. On notera A > B.

Exemple 16.43. On notera par exemple

11 1 111 11 1
45 6] ~ (01 2| Lye—IL,—4L, ~ [0 1 2

6 8 10/ ¥ \o 2 4 Ly < Ly — 615 01 2 L3 « L3/2

w 5

,—[Déﬁnition 16.44 - Opérations élémentaires sur les colonnes.J

On appelle opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice toute opération d’un des trois types
suivants.

1. Echange de deux colonnes i et j (transposition), qu’on note C; < Cj.

2. Multiplication d’une ligne ¢ par un nombre non nul « € K* (dilatation), qu’on note C; «— aCj;.

3. Ajout a une ligne ¢ un multiple 8 € R d’une autre j # ¢ (transvection), qu’on note C; — C; + 5C;.
Si A et B sont deux matrices ou B est obtenue a partir de A apres une ou plusieurs opérations élémentaires
sur les lignes, on dit que A et B sont équivalentes par colonnes. On notera A > B.

~ Définition 16.45 - Matrice de dilatation. | \

Soit o € K*. On appelle matrice de dilatation de M,, ,(K) toute matrice de la forme

I 0. 0

0. :
Di(a) =L, — (1 - a)E;; = | : T P

Ocvvvvnnnnt 0701

Multiplier a gauche (resp. a droite) par D;(«a) revient a faire 'opération L; < aL; (resp. C; «— aC;).
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

,—[Déﬁnition 16.46 - Matrice de transposition.w

J
On appelle matrice de transposition de M,, ,(K) toute matrice de la forme
S | P RIS 0
0. :
: 0 1 o P
Pij=In—Eii—Ej; + Eij + Eji = :
1 0, s
[ P w0 .1
1 i)
i J
Multiplier & gauche (resp. & droite) par P; ; revient & faire 'opération L; < L; (resp. C; < Cj).

N

r—[Déﬁnition 16.47 - Matrice de transvection.

Soit 8 € K. On appelle matrice de transvection de M,, ,(K) toute matrice de la forme

1T 0eeeeenen 0
0 .. B i
T;;(B) = In + BE; j =
() 0 1
1
J

C; + BCJ)

Multiplier & gauche (resp. a droite) par T; ;(3) revient a faire opération L; < L; + SL; (resp. C; «

Exemple 16.48. Le calcul de 'exemple précédent peut donc s’écrire comme suit :

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1
01 0 |]x10 1 O)x|—-410|x|4 5 6]=(01 2
0 0 1/2 -6 0 1 0 0 1 6 8 10 01 2
LayeLs/2 Ly—Ly—6Ly Lo—Lo—AL;
16.3.2 Systémes linéaires et matrices
Dans ce paragraphe, on considére le systeme linéaire
1,171+ a12T2 + -+ a1pTp, = b
a2,1T1 + G22%2 + -+ a2 Ty = by
(S) : . .
an,1T1 + An 272 + -+ UnpTp = bn

.
d’inconnue (z1,x2,...,xp) € KP.
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

,—[Déﬁnition 16.49 - Matrices associées a un systeme linéaire.] N\
al,l a1,2 ....... 0’1717 bl
. a271 a2/2 ....... a27p b.2 . 7’ . .o, ~
e Les matrices : Lo : et . sont respectivement appelées matrice associée a
Ap,1 Gp2--c - Qn,p bn
(S) et matrice associée au second membre de (S5).
al,l a172 ....... a’l,p b1
. i .. . ) a/271 a272 ....... 0’2,]7 b?
e On appelle matrice augmentée associée a (5) la matrice : Do :
Ap,l Gp2------- Qn,p bn
. 7

La matrice augmentée associée a un systeme linéaire contient toutes les informations sur le systéme linéaire : donner
le systeme ou sa matrice associée revient au méme. En particulier, on pourra faire des pivots de Gauss directement
sur la matrice augmentée pour résoudre des systémes linéaires (ce qui permet d’écrire un peu moins).

T, — 209+ T3 — x4 =
2181—5(}2—373—3?4 =
T1+ T2 + 273+ 214 =
T —To+T3—2x4 =
matrice augmentée associée au systeme :

Exemple 16.50. Résolvons . On applique l'algorithme de réduction de Gauss a la

N O W

-2 1 1|1 -2 1 1|1
2 -1 -1 -1|3 | _ 0 3 -3 1|1 Ly« Ly — 2L,
1 1 2 2|0 L 0 3 3| -1 Ly« Ly— Ly
1 -1 1 -2|2 0 1 0 -1|1 Ly Ly— 1L,
-5 0 4| 2 Ly« Ly — Ly
0 12 0 10| -2 Ly « Ly +3L3
P 0 3 3| -1
0 0 -1]1
0o 0 -9 7 Ly — Ly + 5Ly
R 0 0 0 —14 Ly «— Ly —12L,
L 0 0 6 | —4 Ly« L3 —3L4
0 0 —-1] 1
0 0 0 | 28 Ly « 2211 4 9L,
N 0 0 0 -14
L 0 0 0 | —4 Ls < 22L3 — 6L
0 0 0 ] Ly<—22L4+ Lo
On a donc
2, = 28
2, = —14
22.’1}3 = —4
22.132 = 8
, L _ . <14 -7 -2 4 >
et on obtient que I'unique solution du systéme est | —, —, —, — |.
117117 117 11

Exercice d’application 16.51. Résoudre le systeme linéaire

r+2y+3z2 = 4
r+y+z = 1
2r+3y+4z = 5
-
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

,—[Proposition 16.52 - Lien entre matrice associée et systéme linéaire.] \
On note
a1 (AT R alp bl
2,1 (¢3RRI az.p b.2
A= : o : et B=|:
Ap,1 Gp2---- - Qp.p bn
T
)
De plus, on se donne z1,x2,...,2p € Ket X = | : |. Alors on a I’équivalence suivante :
Lp
(x1,...,xp) est solution de (S) «— AX = B.
7
Démonstration.

1,171 + a12%2 + -+ A1 pTp

a2,1%1 + a2,2%2 + -4 az pTp

On a en effet AX = et deux matrices sont égales si et seulement si tous leurs

Gp 121+ Ap 2% + -+ Gp pTyp

coefficients sont égaux. ]
2¢0+3y = 1
Exemple 16.53. Considérons 2y —3z = 0 . L’%quation matricielle associée a ce systeme linéaire est
r+y—z = 2
2 3 0 x 1
0 2 -3 yl=120
11 -1 z -2

Remarque 16.54. Une équation matricielle AX = B est parfois appelée systéeme linéaire par abus de langage.

Le vocabulaire sur les systémes linéaires reste valable pour les équations du type AX = B.
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

,—[Déﬁnition 16.55 - Systéme homogéne, compatible.} N

Soit Ae M, ,(K), Be M, (K).
1. Le systeme AX = B est dit compatible lorsqu’il admet au moins une solution.
2. Un systéme est dit homogene lorsque B = 0.

3. On appelle systéme homogeéne associé a AX = B le systeme AX = 0.

,—[Proposition 16.56 - CNS pour qu’un systéme soit compatible.] N\

Soit A e M,, ,(K), B e M, 1(K). Le systétme AX = B est compatible si et seulement si la matrice colonne
B est une combinaison linéaire des colonnes de la matrice A.

Démonstration.
On a déja vu que le produit AX est une combinaison linéaire des colonnes de A. ]
,—[Proposition 16.57 - Structure de I’ensemble des solutions.] N

Soit A € M,, ,(K) et B € M,, 1(K). On suppose que le systéme linéaire AX = B est compatible. Notons
Su l'ensemble des solutions du systeme linéaire homogene associé & AX = B ainsi que X, une solution
(particuliere) de AX = B. Alors 'ensemble des solutions de AX = B est

{X0+Xp : X()ESH}.

Démonstration.
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16.4 Les matrices carrées

16.4.1 Matrices triangulaires supérieures ou inférieures, diagonales

,—[Déﬁnition 16.58 - Matrices triangulaires.] N

Soit A = (a; ;)1<i,j<n € Mnp(K). On dit que A est :

e triangulaire supérieure si V(i,7) € [1,n]?, (i > j) — (ai,; = 0), c’est-a-dire si A est de la forme

LREEEERRRRE *
A: (:)'. .
(| ~0 ' *

Les # désignent ici des scalaires, c’est-a-dire des éléments de K, quelconques (éventuellement nuls).

e triangulaire inférieure si ¥(i, ) € [1,n]°, (i <j) = (a;; = 0), c’est-a-dire si A est de la forme

* 0 ....... O
A=|:
: 0
K e -

,—[Déﬁnition 16.59 - Matrice diagonale, matrice scalaire.] N

Soit A = (a; ;)1<i,j<n € Mnp(K). On dit que A est :

e diagonale si V(i,j) € [1,n]?, (i # j) = (ai,; = 0), c’est-a-dire si A est de la forme

Mo 0 0
A | P
0
O-vvvn-s SIS W
Cette matrice se note parfois diag(A1,..., \p).

e scalaire s’il existe A € K tel que A = diag(A,...,\) = Al,.

\.

J

Remarque 16.60. Une matrice est diagonale si et seulement si elle est a la fois triangulaire inférieure et triangulaire
supérieure.

Exemple 16.61. [, = diag(1,1,...,1).

Exercice d’application 16.62. Pour chacune des matrices suivantes, indiquer si elle est triangulaire supérieure,
triangulaire inférieure, diagonale ou scalaire.

1 2 3 5 0 00 0
1. A={0 4 5]; 2B<01), 3. c=(1 0 0o];
00 6 00 0
1 2 4 100 00 0
4. D=2 3 0o]; 5. E=(0 1 0]; 6. F=|0 0 0
300 00 1 00 0
-
15/28
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N

,—[Proposition 16.63 - Opérations sur les matrices triangulaires. ) N\

Soit (4, B, \) € (M, (K))? x K.
1. Si A et B sont triangulaires supérieures, alors A + B, AA et AB le sont aussi.

2. Si A et B sont triangulaires inférieures, alors A + B, AA et AB le sont aussi.

Démonstration.

N

Corollaire 16.64 - Opérations sur les matrices diagonales. )

Soit (4, B, \) € (M, (K))? x K.
Si A et B sont diagonales, alors A + B, AA et AB le sont aussi.

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la proposition précédente puisqu’une matrice diagonale est a la fois triangulaire
O

supérieure et triangulaire inférieure.

16,28
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16.4.2 Matrices symétriques, matrices antisymétriques

,—[Déﬁnition 16.65 - Matrice symétrique, matrice antisymétrique.] N

Une matrice carrée A de M,,(K) est dite :
1. symétrique lorsque AT = A;
2. antisymétrique lorsque AT = —A.

On note S, (K) lensemble des matrices symétriques d’ordre n et A, (K) I'ensemble des matrices antisymé-
triques d’ordre n.

Remarque 16.66. Soit A = (a;;)1<i,j<n. A est symétrique si et seulement si pour tout (4,7) € [[1,n]]2 avec 1 # 7,
ai’j = aj’z-.

A est antisymétrique si et seulement si pour tout (i, 5) € [1, n]]2, a;; =0 et pour j # 4, a;; = —a; ;. En particulier, les
coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nécessairement nuls.

1 2 -1 0 12 —e 1 10
Exemple 16.67. 2 0 —1] est symétriqueet | —12 0 —2¢ | est antisymétrique. La matrice (1 1 1
-1 -1 5 e i 0 1 11

n’est ni symétrique, ni antisymétrique.

Proposition 16.68 - Stabilité par somme et par produit externe.]

La somme de deux matrices symétriques (resp. antisymétriques) de méme taille est une matrice symétrique.
Le produit d’une matrice symétrique (resp. antisymétrique) par un scalaire (c’est-a-dire un élément de K)
est symétrique (resp. antisymétrique).

Démonstration.

@ ATTENTION @

Le produit de deux matrices symétriques (resp. antisymétriques) peut ne pas étre symétrique (resp. antisymé-

trique), comme le montre 1'exemple
0 1\ (1 0\ _ [0 0\
1 0 0 0/ \1 0

16.4.3 Puissance d’une matrice carrée

Pour A € M,,(K), on notera A2 = A x A e M,(K), A> = Ax Ax Ae M,(K), etc. On peut itérer et définir les
puissances de A.

17/28
PCSI - 2024/2025 Lycée H. Loritz



CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

r—[Déﬁnition 16.69 - Puissances d’une matrice carrée.] N\

Soit A € M,,(K). On pose A% = 1I,, et
VkeN, AML =A% x A

On pourra retenir :

AF=AxAx---xA.
—
k fois

\.

Remarque 16.70. On a aussi, pour tout k € N, A¥1 = A x AF.

-9 7 3
Exercice d’application 16.71. Calculer A3 on A= | —13 10 4
4 -3 -1
-
,—[Proposition 16.72 - Cas des matrices diagonales.] N
Soit a1,1,a2,2,...,ann € K. Alors pour tout k € N, on a
k
a1 [0 0 al,l (0 I O
0, azp : | 0. db,
0 : 0
[ PP 0 “ann Ocevvnnns -0 afm
Démonstration.

Notons A = (a; ;) (avec par hypothése a; ; = 0 si i # j). Pour tout k € N, notons Hy, : « A* = diag(af ,,...,ak ) ».
Hy est vraie puisque A? = I,, par définition et diag(a{ ;,...,a} ) = diag(1,...,1) = I,.
Soit k € N tel que Hy, soit vraie. On a

ARt = A x AP

Notons B = AF = (b; ;) et C = AFT1 = (C; ;). Soit (4,7) € [1,n]?. D’apres Hy, bij =0sii+#jetb; =al, De plus,
d’apres le Corollaire 16.64, ¢; ; = 0 si ¢ # j. Enfin,

n
_ _ _ ko ktl
Cii = Z @i kbi,i = aiibii = aia;; = a;; .
k=1

Donc Akl = diag(alfjl,agzl, e ,afiﬁ;}) ce qui prouve que Hyi; est vraie. Le principe de récurrence permet de
conclure que pour tout k € N, A*¥ = diag(a} ,,...,ak ). O

Définition 16.73 - Matrices qui commutent.]

Soit (A, B) € (M,,(K))2. On dit que A et B commutent si AB = BA.
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,—[Proposition 16.74 - Exemples de matrices qui commutent.] N\

Soit A, B € M, (K). Soit j,k € N.
1. A commute avec toute matrice scalaire de M,,(K). En particulier, A commute avec Ij,.

2. Si A et B commutent, alors A7 et B¥ commutent. En particulier, A et A¥ commutent.

Démonstration.
,—[Proposition 16.75 - Formule du bindme pour les matrices.j N

Soit A, B € M,,(K). On suppose que A et B commutent. Alors pour tout N € N,

(A+B)N = é (J;f) AFBN=F,

Démonstration.
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g% ATTENTION g%

Les éléments de M,,(K) ne commutent pas toujours, donc on ne peut appliquer pas toujours la formule du
binéme de Newton. Soit A, B € M, (K). On a :

(A+B)?=(A+B)(A+B)=A?+ AB+ BA+ B?

mais on ne peut pas toujours regrouper AB et BA ensemble!

Exercice d’application 16.76. ¥ Soit A € M,,(K), A € K. Développer (A, + A)N (vous écrirez les trois « premiers »
termes de la somme et les deux « derniers »).

-

Exemple 16.77. Voici a quoi ressemble un exercice type pour calculer une puissance n-iéme de matrice a ’aide de

2 1 1
la formule du bindme de Newton. On considere A= [0 2 0| et onnote T'= A — 213.
0 0 2

1. Calculons T2 et en déduire T* pour tout k€ N. On a

puis 72 =0

~

I
o OO
O O =
o O =

donc T° = I3, T* = T et pour tout k > 2, TF = 0.
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2. Puisque les matrices 213 et T commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton matricielle

A" = (2I;+T)"

= Z (Z) TR (213)" " on met la puissance n — k sur le terme diagonal
k=0
= (8)T0 x (2I3)" + (?)Tl x (2I3)" P+ 0+... car T% = 0 pour k > 2
= I3 x 2"} + nT x (213)" !
=273 +n2" T, car I =I5, I} ' =Tz et Iy x I3 = I3
=2"]5 +n2" T car TI3 =T
Finalement,
1 0 0 0 1 1 2 p2nt p2nl
Av=2"{0 1 0)+n2*'f0 0 O)=[0 2" 0
0 0 1 0 00 0 0 2n

Exercice d’application 16.78. On considere la matrice T = D + N, ou

I
coco
oo
OO O
@

-+

\
coco
coco
S = O

Déterminer, pour tout n € N, T".

-

Exemple 16.79 (Application du calcul de puissances a l’étude d’un systéme de suites récurrentes). On

considere les suites u, v et w définies par ug = 1, vg = 2, wg = —1 et
Upy1 = 2uy + wy,
Vn € N, Un+1 = 2Un +wy
Wn+1 = 2wy,
Un
e Si on pose, pour tout ne N, X,, = | v, |, ona X,1; =TX,, avec
Wn,

2 01
T=10 2 1
0 0 2

e Montrons, pour tout n e N, H,, : « X,, = T" Xy ». On a T°Xy = I,, Xy = X, donc Hy est vraie. Soit n € N tel

que H,, soit vraie. On a
Xp1=TX, =TT"Xy, =T X,

donc H, 41 est vraie. Le principe de récurrence assure finalement que pour tout n € N, X,, = T" Xj.

21/28
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om0 p2nl
e Or on peut calculer (avec la formule du binéme de Newton par exemple) que 7% = [ 0 2" n2"~! |. Ainsi,
0 0 2mn
o 0 np2nt 1 n — pon—l
X, =T"Xo= [0 20 non=t| [ 2| = |20t —pont
0 0 2" -1 —2m
e Finalement, u, = 2" —n2"" !, v, = 2"t —n2"~1 et w, = —2".
16.5 Matrices carrées inversibles
16.5.1 Présentation
r—[Déﬁnition 16.80 - Matrice inversible.] N

Une matrice carrée A € M,,(K) est dite inversible s'il existe une matrice B € M,,(K) telle que AB =
BA=1,.

Le sous-ensemble de M., (K) constitué des matrices inversibles s’appelle le groupe linéaire d’ordre n et
il est noté GL, (K).

@ ATTENTION @

| Pour étre inversible, une matrice doit d’abord étre carrée!!

Proposition 16.81 - Inverse d’une matrice.

-/

Soit A € M,,(K). Si A est inversible, alors il existe une unique matrice B € M,,(K) telle que AB = I,, et
BA = I,,. Cette matrice est appelée inverse de A et est notée A~ 1.

Démonstration.

,—[Proposition 16.82 - Caractérisation de ’inverse a 1’aide d’un seul produit.] N\

Soit A e M,,(K).
1. S’il existe B € M,,(K) tel que AB = I,,, alors A € GL,(K) et A~! = B.
2. S’il existe B € M,,(K) tel que BA = I,,, alors A € GL,(K) et A~ = B.

Démonstration.
Admis pour le moment. L]

Exemple 16.83 (¥). I, € GL,(K) et I, ! = I,,. En effet, I,, x I,, = I,,.
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3 2 —4
Exercice d’application 16.84. Soit A= |2 5 —6]. Calculer A% —2A4% — A. En déduire que A est inversible et
3 4 —6
déterminer A~
-
,—[Proposition 16.85 - Principales propriétés des matrices inversibles.] N\
Soit A, B € GL,,(K), soit A € K*.
1. A7 'eGL,(K) et (A~1)"1 = A.
2. ABeGL,(K) et (AB)"! = Bt A~! (attention & l'ordre!).
1
3. MM e GL,(K) et (M\A)~! = XA_l'
4. AT e GL,(K) et (AT)"1 = (A1),
Démonstration.
Lemme 16.86 - Matrice avec un pivot par ligne et par colonne.]
Soit A € M,,(K). On suppose que si on fait un pivot de Gauss sur la matrice A, on peut choisir un pivot
par ligne et par colonne. Alors A x> I,.
Démonstration.

Supposons qu’on ait exécuté l'algorithme de Gauss et qu’il y a un pivot par ligne et par colonne a la fin. En échangeant
des lignes, on peut se ramener a une matrice diagonale et en divisant les lignes par les valeurs des pivots, on peut se
ramener a [,,. O

r—[Théoréme 16.87 - Caractérisation de l’inversibilité.] N

Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) AeGL,(K).

(i) Pour tout X e M,,1(K), AX =0,1 = X =0,,1.

(iif) A~ 1.

(iv) Pour tout B € M,, 1(K), I'équation AX = B d’inconnue X € M,, 1(K) admet une unique solution.
(v) Pour tout B € M,, 1(K), I'équation AX = B d’inconnue X € M,, 1 (K) admet au moins une solution.
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Démonstration.
On montre que (i) = (ii) = (iii) = (i) pour commencer.

e (i) = (ii). Supposons A € GL,(K). Soit X € M, 1(K) tel que AX = 0,,;. On a A'AX = A0, 1, dou
1,X =0, puis X =0,,.

e (ii) = (iii). L’assertion (ii) entraine que le systeme AX = 0, ; admet une unique solution, donc si on fait
un pivot de Gauss sur la matrice A, il n’y aura pas de colonne sans pivot (sans quoi il y aurait une inconnue
secondaire donc une infinité de solutions) donc il n’y a pas non plus de ligne sans pivot (car A est une matrice
carrée). Le lemme précédent donne A > I,.

o (iii) = (i). Si le systéme est équivalent par lignes a I, il existe ' un produit de matrices élémentaires tel que
EA=1,. On en déduit que A € GL,,(K) (et au passage A~! = E).
Montrons pour conclure (i) = (iv) = (v) = (iii).
e (i) = (iv). Supposons A € GL,,(K). Soit B € M,,1(K) et X € M,,1(K). Alors A x A~'B = B, donc A~'B
est solution de I’équation AX = B.
e (iv) = (v). Evident.
e (v) = (iii). Si I'équation AX = B admet une solution pour tout B que la matrice augmentée associée au

systéme ne contient pas de ligne de zéros. En particulier, un pivot a pu étre choisi pour chaque ligne, donc aussi
pour chaque colonne (car A est une matrice carrée). On a donc A > I,. O

16.5.2 Calcul pratique de l'inverse par résolution d’un systéme

Lemme 16.88.

Soit M, N € M,, ,(K). Si, pour tout Y € M,, 1(K) on a MY = NY, alors M = N.

Démonstration.
Posons, pour tout i € [1, p],
0
0
Yi=Ei,=|1|<4
0
0

La relation MY; = NY; donne I'égalité de la i-ieme colonne de M et de la i-ieme colonne de N. Ainsi, toutes les
colonnes étant égales, on peut conclure que M = N. O

Méthode 16.89. Calculer linverse d’une matrice par résolution d’un systeme
Soit A € GL,(K). Pour déterminer si A est inversible et obtenir son inverse, on peut chercher & résoudre
AX = B avec B quelconque. Si le systéeme n’admet pas toujours de solution, on a vu que cela entrainait que
A n’est inversible. Sinon, A est inversible et la solution fournit l'inverse : il faut trouver (en pratique on la lit
simplement) une matrice C telle que X = CB. Comme on sait aussi que X = A~'B, on obtient A~'B = CB et
le lemme précédent donne A~ = C.

Exercice d’application 16.90. Déterminer les si matrices

1 1 2 1 2 -1
A=11 2 1 et B=|-11 3
2 11 0 3 2

sont inversibles et dans le cas échéant donner leurs inverses.
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16.5.3 Calcul pratique a I'aide d’opérations élémentaires

,—[Proposition 16.91 - Inversibilité des matrices élémentaires.] <
Les matrices élémentaires de M,,(K) sont toutes inversibles. Plus précisément, si « € K*, i,j € [1,n],
B € K alors :
1 _ _
1. Di(Oé)_l = Di (a) } 2. Pi,jl = H’j, 3. Tl,j(/B) I — 7-‘1,](_/8)
Démonstration.
1 1 1
Le produit D;(«)D; <> I,, revient & multiplier par — puis par « la i-iéme ligne de I,,, donc D;(«)D; () =1, ce
« @ @
1
qui prouve que D;(a) est inversible et D;(a)~! = D; (> Les autres point se prouvent de la méme maniére. O
o

En particulier, puisqu’un produit de matrice inversible est inversible, multiplier une matrice inversible par des matrices
élémentaires conserve sont inversibilité.

Méthode 16.92. Cualcul pratique de linverse d’une matrice
Pour calculer I'inverse d’une matrice A € M, (R), on peut utiliser la méthode du pivot de Gauss. On écrit a
gauche la matrice A, et a droite la matrice I,,. On applique 'algorithme du pivot sur A pour la réduire a I,,. On
fait les mémes opérations sur la matrice de droite. A la fin, on doit donc avoir I,, & gauche. La matrice a droite
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est inverse de A.

A I,
IR EEREREE a1 1 0
Ap1--"" - a'n.,,n 0 1
T
1 0 bygeeoeee b1m
T ;
0 1 bpgeeeeee -
I A-1
Cette méthode permet aussi de démontrer qu’'une matrice n’est pas inversible : si a la fin de l'algorithme de
réduction de Gauss on n’a pas pu choisir n pivots, c’est que la matrice A n’est pas inversible.

Les calculs de la colonne de gauche dans la méthode précédente assurent qu’il existe un produit de matrices élémentaires
tel que EA = I,,, donc A est inversible et son inverse est E. Dans la colonne de droite, on fait alors le calcul FI,, = E,
c’est pourquoi on y lit A71.
-2 3 1
Exemple 16.93. On veut inverser la matrice A= 3 6 2 |. On commence par appliquer la méthode de Gauss
1 21

en choisissant les pivots les plus intéressants.

=~

—2 100

3 010

1 0 0 1

1 00
~ -2 1 0 Lo« Ly —21L4
L -1 0 1 L3 <« L3 - L1
-2 0 3 Ly« Ly +3L3

10

0 1

Ll <« 7L1 - 7L2

=~
Ele 2 Sje o o om0 o5 o[ 7
(an)
|
\]
[\&)
—_

-2 1 0
-1 —3 7 L3<—7L3—3L2
-2 1 0 Ly < L
7 -1 -8 7 Lo < L
r 0 -7 21 2
=2/7 1/7 0 Ly« Lqy/7
~ 1/7 3/7 1 Lo — Ly/(—T7)
o 0 -1 3] Ly Ly/7
=2/7 1/7 0
Donc A~t= 1| 1/7 3/7 1
0 -1 3
Remarque 16.94. La colonne gauche du calcul précédent peut s’écrire :
1/7 0 0 01 0 7T -7 0 1 0 3 1 0 0
0 -1/7 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 -2 1 0]14=1,
0 0 1/7 1 00 0 -3 7 0 0 1 -1 0 1
et la colonne de droite :
1/7 0 0 010 7T =7 0 1 0 3 1 0 0 —-2/7 1/7 0
0 -1/7 0 0 0 1 0 1 0 01 0)(-210|={1/7 3/1 -1
0 0o 1/7 100 0 -3 7 0 0 1/ \-1 0 1 0o -1 3
=2/7 1/7 0
doun At = | 1/7 3/7 -1
0 -1 3
26/28

Lycée H. Loritz PCSI - 2024/2025



CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

16.5.4 Inversion de matrices diagonales, triangulaires

,—[Proposition 16.95 - Inversibilité d’une matrice diagonale.]

a;; # 0. Le cas échéant,

ai (IR 0 1/0,171 O .......... 0
0 as 2 . : 0' 1/0,2’2 .
0--vvvvvs =0 apn [0 0 1/ann

Soit A = (a;,;) € M, (K) une matrice diagonale. A est inversible si et seulement si pour tout i € [1,n],

Démonstration.

Sl existe i € [1,n] tel que a;; = 0, alors pour X € M,, 1(K) tel que X = E; (tous les coefficients de cette matrice

colonne sont nuls sauf le i-iéme), on a AX = 0. Le Théoréme 16.87 assure alors que A n’est pas inversible.
Supposons que pour tout i € [1,n], a;; # 0. On vérifie aisément que diag(ai 1,...,an.n) X diag(afﬁ, Capnh

ce qui acheve la démonstration.

):Irn
]

Proposition 16.96 - Inversibilité d’une matrice triangulaire.]

Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et seulement si ses coefficients diago-
naux sont toujours non nuls. Le cas échéant, I'inverse est encore une matrice triangulaire supérieure (resp.

inférieure).

Démonstration. e Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire supérieure. On note A = (a; ;). Montrons, & I’aide d’une
récurrence finie sur les lignes, qu’il existe un produit £ de matrice de transvection triangulaires supérieures telles

que A = E x diag(a11,a2,2, .-, Ann)-

Posons, pour tout j € [1,n], H; : « il existe un produit E de matrices de transvection triangulaires supérieures

arp 0 - 0 * *
0
0
; D wn a z
tel que EA = 0 .
: Ajt1,5+1 :
: . T *
0 0 Qn,n

La matrice A est triangulaire supérieure, donc H; est vraie (on choisit E = I,,).

Soit j € [1,n — 1] tel que H; soit vraie. Avec des opérations sur les lignes, on peut annuler tous les coefficients
au dessus de aji1 41 : seules des matrices de transvections triangulaires supérieures sont utiles (puisque les
coefficients & annuler sont au dessus de ;41 j11), donc Hjy; est vraie. Le principe de récurrence permet alors

de conclure que pour tout j € [1,n], H; est vraie.

En particulier, H,, est vraie, donc il existe un produit F de matrice de transvection triangulaires supérieures tel

que FA = diag(ai 1,022, ..., 0nn)-

PCSI - 2024/2025

o Si tous les coefficients diagonaux sont non nuls, alors cette matrice A est inversible et son inverse est une
matrice diagonale D d’apres la Proposition 16.95. Ainsi, DEA = [,,. Cela montre que A est inversible et
que son inverse est DE. Or E est un produit de matrices triangulaires supérieures, donc elle est triangulaire
supérieure, puis DE est triangulaire supérieure. On a donc obtenu que l'inverse de A est triangulaire
supérieure.

o Si un coefficient diagonal est nul, alors £ A n’est pas inversible d’apres la Proposition 16.95 donc A ne lest
pas non plus (si A I'était, comme E € GL,(K) on aurait EA € GL,(K) puisquun produit de matrices
inversibles est inversible). O
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CHAPITRE 16 : Calcul matriciel

Questions de cours

1.

Soit n € N*. Définir la matrice identité de taille n.

2. Soit n,p e N*, (4,7) € [1,n] x [1,p]. Définir la matrice élémentaire E; ; de M,, ,(K).

. Soit n,p,q € N*, A = (a;,;) une matrice de M,, ,(K) et B = (b; x) une matrice de de M, 4(K). Posons C = AB

et notons C' = (c¢; 5). Compléter :
v(zvk) € HLTLH X [[LQ]]a Cik =

4. Soit A = (a;;) € My, p(K). Définir la transposée de A.

Enoncer la formule donnant la transposée d’un produit.

. Donner le lien entre matrice associée et systéme linéaire (savoir passer d’un systéme d’équations linéaires & une

équation matricielle sur un exemple concret ; ou l'inverse).
Définir la notion de matrice triangulaire supérieur (resp. inférieure), diagonale.

Définir la notion de matrice symétrique, antisymétrique.

. Expliquer comment calculer les puissances d’'une matrice diagonale.
10.
11.
12.
13.
14.

Enoncer la formule du binéme de Newton pour les matrices.

Donner la définition de matrice inversible.

Ecrire les formules donnant 'inverse d’un produit de matrice et 'inverse de la transposée d’une matrice.
Expliquer comment calculer I’inverse d’une matrice diagonale.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice triangulaire soit inversible.
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